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Twierdzenie Banacha o punkcie statym i jego
zastosowania

Streszczenie. Twierdzenie o punkcie stalym, ktére po raz pierwszy zostato
sformutowane przez Stefana Banacha w 1922 roku, ma szerokie zastosowanie
w matematyce: od abstrakcyjnych dowodéw innych twierdzen po zadania
aproksymacyjne w analizie numerycznej. Twierdzenie to zostato tu zaprezen-
towane wraz z dowodami i z kilkoma przyktadami zastosowan m.in.: w alge-
brze (pierwiastki kwadratowe w algebrach Banacha) i w geometrii fraktalnej
(zbiory samopodobne).

Abstract. The fixed-point theorem, which was first stated by Stefan Banach
in 1922, has a wide variety of applications: from abstract proofs of other the-
orems to the approximation tasks in numerical analysis. This theorem has
been presented with its proofs and a few illustrative applications, including
computing square roots in Banach algebra and in the theory of self-similar
sets.

1. Wstep

1.1. Krétki zarys historyczny

Twierdzenie o punktach stalych zostalo po raz pierwszy wypowiedziane (w kon-
tekscie stwierdzenia istnienia rozwigzania réwnania calkowego) w pracy Stefana Ba-
nacha z 1922 roku. Dlatego twierdzenie to czesto nazywane jest zasadg odwzo-
rowan zwezajacych Banacha, a dzicki swojej prostocie znalazto wiele zas-
tosowan w roéznych galeziach matematyki: jest nie tylko popularnym narzedziem
w analizie matematycznej, ale rowniez w analizie numerycznej (zagadnienia apro-
ksymacji). Zanim jednak przejdziemy do udowodnienia zasady odwzorowar zweza-
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jacych Banacha, poswiecimy troche miejsca powtorzeniu teorii niezbednej do pel-
niejszego zrozumienia przedstawionych w niniejszej pracy rozumowan.

1.2. Powtorka teorii

DEFINICJA 1
Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Méwimy, ze ciag {x,}52, zawarty
w naszej przestrzeni jest ciggiem Cauchy’ego wzgledem metryki d, jesli:

Ve > 03dN Vn,m > N : d(zy, ) < €.

UWAGA 2
W przestrzeni metrycznej (X, d) ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.

DEFINICIA 3
Przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, gdy kazdy ciag Cauchy’ego w (X, d) jest
zbiezny do punktu w tej przestrzeni.

UwaAGA 4
W przestrzeni metrycznej (X, d) zwarto$é i ciggowa zwartosé to pojecia réwnowazne.

DEFINICIA 5
Przestrzen metryczna X nazywamy ciggowo zwartg, jezeli z kazdego ciggu o wyrazach
w X mozemy wybraé podciag zbiezny (w X).

DEFINICJA 6
Niech (X, d) oraz (Y, 0) beda przestrzeniami metrycznymi.
Funkcje f: (X, d) — (Y, o) nazywamy spelniajgcq warunek Lipschitza, jesli:

k> 0Vz,y € X: o(f(2), f(y) < kd(x,y).

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé¢ jednak odwzorowania idace z pewnej
przestrzeni metrycznej w nia sama. W takiej sytuacji powyzsza definicja dla przes-
trzeni metrycznej (M, o) i przeksztalcenia T: M — M wyglada nastepujaco:

k> 0Ve,y € M: o(Tx, Ty) < ko(z,y). (1)

UWAGA 7
Warto réwniez nadmienié, iz:

e funkcja spelniajaca warunek Lipschitza jest funkcja ciagta,

e najmniejsza stala k, dla ktérej zachodzi warunek Lipschitza dla zadanego
odwzorowania T', nazywamy stalg Lipschitza i oznaczamy k(T),

e zachodzi nastepujaca wlasnos$é (zwana multiplikatywno$cig) dla danych przek-
sztatcen S, T: M — M, gdzie M jest przestrzenia metryczna:

k(T 0 5) < k(T)k(S), (2)

w szczegdlnosci

K(T™) < k™(T), n=1,2,... .
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DEFINICJA 8
Niech (M, g) bedzie przestrzenia metryczna. Przeksztalcenie T: M — M nazy-
wamy kontrakcjg, jesli 0 < k(T') < 1.

DEFINICIA 9
Niech (M, o) bedzie przestrzenia metryczna. Przeksztalcenie T: M — M nazy-
wamy kontrakcyjnym, jesli o(Tx, Ty) < o(x,y) dla takich x,y € M, ze x # y.

DEFINICIA 10
Méwimy, ze dwie metryki o i 7 okreslone na danym zbiorze M sa poréwnywalne,
jesli istnieja takie dwie stale dodatnie a, b, ze dla wszystkich z,y € M,

ar(z,y) < o(z,y) < br(z,y). (3)

UwAGA 11
Metryki poréwnywalne sa metrykami réwnowaznymi (czyli zadaja te sama topologie
na zbiorze).

DEFINICIA 12
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Srednicg przestrzeni (X, d) nazywamy
0 gdyX =0

liczbe diamy X = sup d(w,y), gdy X # 0
z,yeX

TWIERDZENIE 13 (CANTORA O ZSTEPUJACYM CIAGU)
Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng, a Fy, Fo, F3, ... C X zstepujq-
cym ciggiem niepustych zbiorow domknietych, czyli spetniajgcym warunki:

o Vn F, # 10,
o Vn Fn:Fina
o Vn F, D F,41,

e Ve >0 dn>1 diamgF, <e.

Wtedy #( N F,)=1.
=1

n

2. Zasada odwzorowan zwezajacych Banacha: wypowiedz
i dowody

TWIERDZENIE 14 (ZASADA ODWZOROWAN ZWEZAJACYCH BANACHA)

Niech (M, o) bedzie przestrzenig metryczng zupelng, a odwzorowanie T: M — M
kontrakcjq (zatem jest lipschitzowskie, a wiec i ciggle). Wtedy T ma w M doklad-
nie jeden punkt staly i dla wszystkich xq € M cigg iteracji {T"xo} dgzy do tego
punktu stalego.
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Przedstawimy teraz trzy dowody Twierdzenia [[4 Pierwszy z nich nie podaje
konstrukeji punktu statego, a wykazuje tylko jego istnienie. Jednakze warto go
przytoczyé, poniewaz jest przykladem zastosowania twierdzenia Cantora o zstepu-
jacym ciagu. Drugi dowdd jest wariantem dowodu oryginalnego, dlatego tak jak
w oryginale, podaje on zaréwno istnienie punktu stalego, jak i metode jego aproksy-
macji. Na koncu omoéwimy dowdd Banacha.

Dowdd. Niech a = inf{o(z,Tx): x € M}, zas k = k,(T'). Pokazemy, ze a = 0.
Wybierajac dowolne € > 0 i biorac takie x € M, ze o(z, Tx) < a+ ¢, otrzymujemy
nastepujace nieréwnosci:

0<a<o(Tx,T?z) < ko(z,Tx) < k(a+ ¢).

Poniewaz k < 1 (T to kontrakcja), a e moze by¢ dowolnie male, wiec a = 0.
Zwréémy uwage, ze dla kazdego € > 0 zbior

M, ={x € M: o(x,Tz) <&}

jest niepusty i domkniety. Ponadto dla wszystkich z,y € M,

o(z,y) < o(x,Tx) + o(Tx, Ty) + o(Ty, y) < 2e + ko(z,y),

skad otrzymujemy:

<
elz,y) < T—,

a co za tym idzie: lir% diamM, = 0.

E—r
Poniewaz { M.} jest zstepujaca rodzina zbioréw przy € zbiegajacym do zera, mozemy
skorzystaé z twierdzenia Cantora wspomnianego na poczatku. Zatem [ M. za-

e>0
wiera dokladnie jeden punkt xg, ktéry jest punktem stalym dla przeksztalcenia T

(zachodzi z¢g = T'xp).

Dowéd. Dla z € M zdefiniujemy funkcje ¢(z) = (1 — k)~ to(z, Tx), gdzie
k = ko(T). Korzystajac woéwczas z warunku Lipschitza, mamy oszacowanie:

o(x,Tz) — ko(z, Tx) < o(x, Tx) — o(Tx, T?x).
Po uporzadkowaniu i podstawieniu otrzymujemy:

(1—k)o(z,Tx) < o(x, Tx) — o(Tx, T?x),

o(x,Tx) < p(z) — p(Tx),x € M. (4)
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Dlatego dla x¢ € M oraz takich n,m € N, ze n < m mamy:

0 < o(T™20, T ag) < Z o(T wo, T 2g) < o(T™x0) — @(T™ xg). ()

o0 . .
W szezegblnodei: > o(T wo, T ) < +oo. To znaczy, ze {T"zo} jest ciagiem

=0
Cauchy’ego i — wobec ciaglosci T' — dazy do punktu statego x przeksztalcenia T.
Szybkos¢ tej zbieznosci mozemy otrzymac z nieréwnosci , biorac m — oo:

n
-k

Jedli ostatnia nieréwnos¢ ograniczymy dodatkowo przez zadany €, bedziemy wtedy
w stanie okresli¢, ile iteracji nalezy wykonaé, aby znalez¢ sie od rozwiazania na
blad epsilonowy. Jest to niezwykle wazne w teorii aproksymacji.

Teraz pokazemy, ze x jest jedynym punktem stalym przeksztalcenia T'. Zwrdé-
my uwage na nastepujacy fakt:

o(T™zg,z) < o(T"xg) = (1 — k) L o(T"xo, T" o) < 1 o(xo, Txg).  (6)

z= lim z, = lim 47 = lim Tz, = Tx.
n— oo n—oo n—oo

Gdyby$my mieli dwa punkty stale, czyli x = Tz i y = Ty, to (wobec lipschit-
zowskosci T') zachodzilaby ponizsza nieréwnosé:

o(z,y) = o(Tz,Ty) < ko(x,y),
z ktérej wynika, ze o(x,y) = 0.

UWAGA 15
Powyzszy dowdd ukazuje, Ze wszystkie ciggle przeksztalcenia spelniajgce nieréwnosé
(4]) z dowolng ciggtq funkcig o: M — RT muszq mied punkty stale.

Przedstawimy teraz trzecia wersje dowodu zasady odwzorowan zwezajacych Ba-
nacha.

Dowdd. Wezmy xog € M i okreSlmy ciag iteracyjny {z,} nastepujaco:
Tpt1 = Txy (czyli x, = T"x0), n = 0,1,2,.... Nalezy spostrzec, ze dla wszystkich
n,p € N zachodzi:
Q(xnvirner) = Q(TnanTn+px0)
= o(T"xg,T" o TPxg)
< k(T™)o(xo, TP o)
< k"[o(zo, Txo) + o(Txo, T?x0) + ... + o(TP Lag, TPx0)]

1—kP
1 _ k )Q(x()vTxO)'

(7)

<K' (L+k+...+ Kk Yo(wg, Txo) = k™(
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Wiemy stad, ze {x,} jest ciagiem Cauchy’ego, a poniewaz M jest przestrzenia
zupelna, istnieje taki punkt x € M, ze lim z, = x. Pokazmy jeszcze, ze x jest je-
n—oo
dynym punktem stalym przeksztalcenia T'. Analogicznie do poprzedniego dowodu,

mamy:

z= lim z, = lim z,4; = lim Tz, = Tx.
n—oo n—oo n—roo

Gdybyémy mieli dwa punkty stale, czyli x = Tx i y = Ty, to wobec spelnienia
warunku Lipschitza przez T zachodzi nieréwnoéc:

o(z,y) = o(Tx, Ty) < ko(z,y),

implikujaca o(x,y) = 0.
Znowuz, aby otrzymac szybkoéé¢ zbieznosci, ktadziemy w p — 00, otrzymujac:

o(wn, x0) = o(T"x0, ) < %Q(ImTIO)-

UWwWAGA 16

Uwazny czytelnik zauwazy, ze zalozenie k(t) < 1 jest silniejsze, niz jest to konieczne.
Wystarczylby warunek, ze k(T") < 1 dla przynajmniej jednego ustalonego n € N.
To oznacza, ze T" jest kontrakcja i (na mocy twierdzenia 2) ma dokladnie jeden
punkt staly x (z = T"z). Zatem Tx = T" 'z = T" o Tz, czyli Tx jest punktem
stalym odwzorowania T™. I tak x = Tz, co oznacza, ze = jest takze punktem
stalym (jedynym) przeksztalcenia T'.

Rozwiniemy teraz ide¢ uwagi Niech T: M — M bedzie odwzorowaniem
lipschitzowskim. A dla ustalonego xg € M i okre§lmy x,, = T"xzy. Odpowiednikiem
oszacowania dla tej ogdlniejszej klasy przeksztalcen jest:

n+p—1 p—1
0@, Tnap) < Y o(T20, T o) <[> K(T™)]o(x0, To).
i=n j=0

Wynika z tego, ze {z,} bedzie ciagiem Cauchy’ego w przypadku, gdy:

o0

> k(T < 4oo. (8)

i=1
Przedstawimy teraz twierdzenie pomocnicze, z ktérego za chwile skorzystamy.
LEMAT 17

Jesli dana jest liczba rzeczywista nieujemna a,, (gdzie n € N) oraz jest spelniona
nierownosé 0 < anqm < Anay,, wtedy istnieje granica lim /a.,.
n—oo
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Dowdéd. Zauwazmy, ze zachodzi nastepujacy ciag nieréwnosci:
0<ap <ap-1a1 < af.

Wynika z tego, ze dla dowolnego n € N mamy: 0 < /a,, < a;. Oznacza to, ze:
0 < liminf /a, < limsup /a, < a1 < +oo. Wprowadzmy oznaczenia: ¢ =
—

n—o0

n oo
liminf {/a,, oraz d = limsup {/a,,. Zalézmy, ze zachodzi ¢ < d. Wybierzmy & > 0
n—00 n—00

i ng € N takie, ze: ng/a,, < c+¢ < d. Ustalmy ciag liczb naturalnych {n}

taki, ze: lim ny/a,, = d. Zauwazmy, ze istnieje taka liczba naturalna Iy, ze:
k—o0

ng = lgng + di, gdzie dp € {0,...,n9 — 1}. Z zalozenia wiemy, iz zachodzi:
1

T W
Uny < Qg ann, < (any)'*ag,. Stad otrzymujemy: /@, < aqy " aé’;”“d"".
Prawa strona nieréwnosci przy k — oo dazy do ng/ay,. Zatem dochodzimy do
nastepujacych nieréwnosci: lim ny/a,, < np/an, < ¢+ e < d. OtrzymaliSmy

k— o0
sprzeczno$¢. Oznacza to, ze ¢ = d, a wiec istnieje lim {/a,,.
n—oo

Postugujac sie powyzszym lematem (a, z lematu to u nas k(7T™)) oraz multi-
plikatywnoscia k(T™), tzn. korzystajac z faktu, ze k(T"™) < k(T™)k(T™), mozna
wykazad, ze istnieje liczba ko (T), spelniajaca:

koo (T) = W;Lngo[k(Tn)}l/n = inf{[k(T™)*": n=1,2,...}. (9)

Zatem ({8)) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy koo (T") < 1, a wiec zalozenie k(T) < 1
w Twierdzeniu [14] moze by¢ zamienione na ko, (T) < 1.

Pokazemy teraz, ze dowolne przeksztalcenie T: M — M, dla ktdrego koo (T) <
1, jest kontrakcja wzgledem odpowiednio dobranej metryki réwnowaznej do me-
tryki zadanej w M.

Dla o-lipschitzowskiego przeksztalcenia T: M — M warunek pociaga za
soba;:

r(Tz,Ty) < 2o(Tz, Ty) < 2k,(T)o(z,y) < Lkyo(T)r(z,y).
Stad k,.(T) < gkg(T). Podobnie k,(T) < gkr(T), a wiec dla wszystkich n € N
zachodzg nieréwnosci:
Lho(T™) < kp(T™) < Lky(T™).
W konsekwencji:
koo(T) = lim [k, (T™)]Y™ = lim [k, (T™)]*/™,
n— oo

co udowadnia, ze stala ko, (T) jest taka sama dla metryk réwnowaznych. Ponad-
to, wobec @, koo(T) < k(T dla wszystkich metryk r réwnowaznych metryce g.
Rozwazmy jeszcze szereg



[48] B.Ciesielska, A.Kowalczyk

o0
ra(z,y) = 3 Ao(T"z, T y), YA € [0, t—ry)-

n=0

Jest on zbiezny i okresla metryke r) rownowazna metryce o, poniewaz:

o(z,y) <ra(z,y) < [i::o ko(T™)A"o(, y).

Zachodzi zatem:

o0

ATz, Ty) = 3 No(T" e, T y) = £[ra(z,y) — o(z,y)] < 1ra(z,y).

n=0

Stad mamy nieréwnosé: k,, (T') < % Przyjmujac \ = m, € > 0, mamy:

kry, (T) < koo(T) + €
i ostatecznie:
koo(T) = inf k,.(T),

gdzie infimum jest wziete po wszystkich metrykach r réwnowaznych metryce g.

Zalozenie k(T) < 1 w twierdzeniu mozna zatem zastapi¢ warunkiem ko, < 1.
Wybér odpowiedniej metryki jest w pewnych przypadkach pomocny w zastosowa-
niach, bo moze daé¢ tadne oszacowania tempa zbieznoéci ciggu iteracji.

3. Twierdzenie Edelsteina i jego dowod

TWIERDZENIE 18 (EDELSTEIN [1962])

Niech (M, p) bedzie zwartg przestrzenig metryczng, o przeksztalcenie T: M —
M kontrakcyjne. Wtedy T ma dokladnie jeden punkt staly w M i dla wszystkich
xg € M cigg iteracji {T"xo} jest zbieiny do tego punktu stalego.

Dowéd. Funkcja p: M — RT dana wzorem ¢(y) = o(y,Ty) jest ciagla na
przestrzeni zwartej M, a wiec osiaga swoje minimum, przypusémy ze w punkcie
x € M. JeSliz # T, to p(Tx) = o(Tx, T?x) < o(x, Tx) — sprzecznosé. W zwiazku
z tym wiemy, ze = Tx. Niech teraz g € M i wezmy a,, = o(T"xg,x). Zachodzi:

ant1 = o(T" 2o, ) = o(T" 20, T2) < 0o(T"20,2) = ay,

wiec {a,} jest nierosnacym ciagiem nieujemnych liczb rzeczywistych i ma wobec

tego granice, ktéra oznaczymy a. Ciag {T™xo} ma, wobec zwartosci przestrzeni,

zbiezny podciag {T™ x(}; niech klim T™xy = z. Naturalnie o(z,2) = a. Jedli
—00

a > 0, to dochodzimy do sprzecznoéci, poniewaz:
a= klim o(T™ ag,z) = o(Tz,x) = o(T2,Tx) < o(2,2) = a.
— 00

Wynika z tego, ze a = 0. Wnioskujemy zatem, ze dowolny zbiezny podciag ciagu
{T"zp} musi dazy¢ do z i, na mocy zwartosci, lim T"zg = x.
n— oo
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Wyniki pracy Banacha zainspirowaly wielu matematykoéw do ich dalszej anali-

zy. Dzieki temu mamy dzisiaj dostep do licznych uogdlnien i modyfikacji zasady
odwzorowan zwezajacych Banacha, o czym przeczytamy w nastepnym rozdziale.

4. Uogodlnienia i modyfikacje twierdzenia o punkcie statym

DEFINICIA 19
Dana jest przestrzen metryczna (X, ¢). Wezmy zo € X.
Moéwimy, ze funkcja f: X — R jest pdlciggla z dotu (odp. z gdry) w punkcie xg,
gdy
liminf f(z) > f(xo)

o(z,20)—0

(odp. limsup f(z) < f(x0)).

o(xz,z0)—0

Bedziemy teraz chcieli wypowiedzie¢ i udowodnié twierdzenie Caristiego. Jego
oryginalny dowdd wykorzystuje indukcje pozaskonczona. Znane sa tez eleganckie
dowody oparte na lemacie Kuratowskiego—Zorna. My w dowodzie tego twierdzenia
poshuzymy sie ponizszym wynikiem pracy Brezisa i Browdera z 1976 roku.

TWIERDZENIE 20 (BREZIS, BROWDER [1976])
Niech X bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym, a ¥ : X — R bedzie funkcjg
spelniajgcg warunki:

e x<yix#y=v() <Py,

e dla dowolnego rosngcego ciggu {x,} elementéw zbioru X takiego, ze
Y(x,) < C < oo dla wszystkich n, istnicje y € X takie, Ze x, < y dla
wszystkich n,

e dla dowolnego x € X, ¢¥(S(x)) jest ograniczone z géry (gdzie dla x € X :
S(x)={ye X:y>a}.

Wtedy dla kazdego x € X istnieje takie ' € S(x), ze a’ jest elementem maksy-
malnym, tzn. {2’} = S(2').

TWIERDZENIE 21 (CARISTI [1976])

Niech (M, ) bedzie zupelng przestrzenig metryczng @ niech ¢ : M — R bedzie
funkcjg pdlciggle, ograniczong z dotu. Zaloimy, ze T : M — M jest dowolnym
przeksztalceniem spelniajgcym warunek:

o(u, T(u)) < p(u) = p(T(u)),u € M.

Wowcezas T ma punkt staly.
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Dowdd. Zdefiniujmy nowg funkcje v = —p. Niech dla z,y € M zachodzi
x <y, jesli o(z,y) < p(x) — ¢(y). Zauwazmy, ze relacja ta wprowadza czesciowy
porzadek w M. Spelnione sg bowiem warunki dla dowolnych a,b,c € M:

e zwrotnosci: 0 = p(a,a) < p(a) — ¢(a) =0,

e antysymetrii: [o(a,b) < @(a) — (b)) A [o(b,a) < ¢(b) — ¢(a)] = ¢(a) =
p(b) = o(a,b) = 0 = a = b, gdzie pierwsza implikacja wynika z wlasnosci
metryki: dla dowolnych a,b € M zawsze zachodzi o(a,b) > 0,

e przechodniodci: g(a,c) < o(a,b) + o(b,c) < @(a) — (b)) + p((b) — p(c) <
pla) — ¢(c).

Wiemy, ze na pewno ¢(u) < ¢(T'(v)). Na mocy zalozenia zachodzi u < T'(u) dla

kazdego u € M. Chcemy skorzysta¢ z twierdzenia Brezisa i Browdera. Zeby to

zrobi¢, nalezy najpierw sprawdzi¢ trzy warunki z tegoz twierdzenia dla .
Warunek pierwszy jest oczywisty, poniewaz:

r<yAz#y= ¢y <),

czyli
r<yhzFy = ¢() <Y(y)

Przejdzmy do sprawdzenia warunku drugiego. Nalezy spostrzec, ze jesli {x,,}
jest dowolnym ciagiem rosnacym, to ciag {¢(x,)} jest malejacy i ograniczony
z dolu, czyli zbiezny (powiedzmy do r € R).To oznacza, ze {z,} jest ciagiem
Cauchy’ego. Na mocy zupelnosci przestrzeni ciag {z,} jest zbiezny do pewnego
punktu y € M. Z uwagi na poélciagtosé funkeji ¢ mamy:

0(xn,y) < p(xp) —r < @(an) — @(2).

Whioskujemy stad, ze x, <y dla kazdego n € N.

Co do ostatniego warunku, zauwazmy, iz jesli ¢ jest ograniczona z dotu, to
1) jest ograniczona z gory. Dla wszystkich x € X istnieje zatem takie z/ > =z,
ze {z'} = S(a’). Poniewaz dla dowolnego u € M zachodzi v < T'(u), dotyczy to
réwniez z’. Mamy wiec 2/ < T'(z'). Ale 2’ jako jedyny spelnia ostatnia nieréwnosé.
Czyli T(z') = '.

5. Zastosowania

Wymyslone w 1922 roku przez Stefana Banacha twierdzenie o punkcie stalym
(o kontrakeji), pierwotnie zastosowane w celu rozwigzania réwnania catkowego,
znalazlo z czasem wiele réznorodnych zastosowan, zaréwno w dowodach innych
wlasnosci, jak i w bardziej praktycznych rzeczach. Przykladowe zastosowania tw.
Banacha:

e w dowodach:

— tw. o funkcji uwiklanej (analiza matematyczna),
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tw. Caristiego (teoria porzadku),

tw. Mengera (grafy),
— kryterium zbieznosci metody Gaussa-Seidla (analiza numeryczna),

— tw. Picarda o jednoznacznoéci (réwnania rézniczkowe),

metoda Newtona (analiza numeryczna),

— tw. o odwzorowaniu otwartym (analiza nieskoriczona),
e praktyczne:

— przeksztalcenia holomorficzne (analiza zespolona),
— rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (réwnania rézniczkowe),
— zbiory samopodobne (geometria fraktalna),

— pierwiastki kwadratowe w algebrach Banacha i funkcjach, rzeczywistych
(algebra).

5.1. Pierwiastki kwadratowe w algebrach Banacha
DEFINICIA 22
Algebrg Banacha nazywamy niepusty zbiér X o nastepujacych wlasciwosciach:

e bedacy przestrzeniag Banacha (unormowang i zupelna),

e bedacy algebra nad cialem R, tzn. dla dowolnych z,y, z € R i dla dowolnego
a e R:

= (zy)z = z(y2),
— x(y+2) =2y + zz,
- (y+ 2)x = yx + 2z,
— (ax)y = a(zy) = z(ay),
e spelniajacy nier6wnosé normowa ||zy| < ||z - |ly]|-

UWwWAGA 23
Przykladami algebr Banacha sq:

o 2bidr odwzorowar liniowych: L(X,X), ktéry w naturalny sposéb spelnia
wszystkie warunki, w szczegdlnosci nieréwnosé normowaq, tzn. dla kazdego
T,S € L(X,X) zachodzi || T o S|| < ||T - |S|],

o 2bidr funkcji cigglych okreslonych na danym zbiorze: C(T) z dzialaniem mnoze-
nia ,po wspdlrzednych” (fg)(t) = f(t) - g(t), réwniez spelniajocy wszystkie
warunki, w szczegdlnosci: ||f o gl < ||fIl - llgll,

o kwaterniony z normg okreslong jako modul macierzy, || Al = v det A.

DEFINICIA 24
Jesli (A, F) to algebra, ) £ B C A, to B nazywamy podalgebrg A, jesli dla kazdego
f € F zbior B jest zamkniety ze wzgledu na f.
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DEFINICIA 25
Jedli z € X, to podalgebrg generowang przez z (ozn. X (z)) nazywamy najmniejsza
domknieta podalgebre algebry X zawierajaca z.

UWAGA 26
Dla kazdego z,y € X (z) zachodzi xy = yx.

TWIERDZENIE 27
Dla kazdego takiego z € X, Ze ||z|| < 1, gdzie X to algebra Banacha, istnieje
doktadnie jeden taki x € X(z), Ze ||z|| <1: 2% =22+ 2 =0.

Dowdd. Aby udowodnié powyzsze twierdzenie, skorzystamy z twierdzenia Ba-
nacha o punkcie stalym. W tym celu musimy okresli¢ pewna funkcje. Najpierw,
bez straty ogdélnosci, bierzemy takie d, ze ||z|| < d < 1. Nastepnie zadajemy takie
odwzorowanie T, ze T'(z) = 3 (2% + z), okredlone dla z € B(0,d) C X(2).

Sprawdzamy zalozenia twierdzenia Banacha o punkcie statym:

e zupelnoéé przestrzeni metrycznej (B(0,d), || - ||) jest oczywista, metryke in-
dukujemy z danej algebry Banacha X,

e T: B(0,d) — B(0,d), poniewaz

(1 + ll2l) < 5(d* +d) < d,

N =
N[ =

IT@)] = 152+ =)l <

e odwzorowanie T jest kontrakcja, gdyz

|T(z) =TIl = 3ll2® — 2] = 3@ — )+ )l < sllz—yll -z +yl <
%(Hx” + lylDllz — y|| < d|jlx — yl|, gdzie (z okreSlenia) 0 < d < 1.

Istnieje zatem dokladnie jeden punkt xy € B(0,d) bedacy punktem stalym
odwzorowania T'. Liczba d < 1 jest wybrana dowolnie blisko 1, wiec xg to jedyny
punkt staly odwzorowania 7. Ponadto nastepne réwnosci sg réwnowazne:

T(xo) =X,
1
—(20% + 2) = o,
2
2 _
To” + 2z = 2xp,

m02—2x0+z:0.
Czyli zg jest tez jedynym rozwigzaniem réwnania 22 — 2z + 2 = 0 w B(0,1).
UWAGA 28

Jedli istnieje e € X takie, ze ex = we = x dla kazdego z € X, to wtedy (z —€)? =
e — z, czyli méwimy o pierwiastku kwadratowym.
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Dowdd. Aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenie, wystarczy wykonaé zaledwie
pare prostych przeksztalcen:

22 —2x+2=0,
22 —2x+z—e+e2=0,
2?2 —2ex+ e =e—z,
(x—e)?=e—2
I wtedy poprzednie twierdzenie mozemy sformutowa¢ nastepujaco:

TWIERDZENIE 29 (PIERWIASTKI KWADRATOWE W ALGEBRZE BANACHA)
Dla kazdego takiego z € X, ze ||z|| < 1 istnieje dokladnie jeden taki x, Ze
€ X(2),]|z]| <1 oraz (e —z)? = e — 2.

5.2. Zbiory samopodobne

Najpierw wprowadzamy kilka oznaczen:

(M, o) — przestrzen metryczna zupelna,

M — rodzina niepustych, domknietych, ograniczonych zbioréw na M,

N C M, N — podrodzina M — zbiér niepustych, domknietych, ograniczonych,
zwartych zbioréw nalezacych do M.

DEFINICIA 30
Niech X,Y € N. Definiujemy wtedy:

d(X,Y) = sup{dist(y, X),y € Y},

d(Y, X) = sup{dist(z,Y),z € X},
dist(y, X) = inf{o(z,y),z € X},
dist(z,Y) = inf{o(z,y),y € Y}.

Metrykg Hausdorffa nazywamy:
D(X,Y) =max{d(X,Y),d(Y, X)}.
DEFINICIA 31
Zatézmy, ze 11,15, ..., T, — rodzina kontrakcji na M. Wéwczas okreslamy funkcje

F nastepujaco: F: N = N: F(X)= U T:(X), X e V.
i=1

UwAGA 32
Widaé, ze F — kontrakcja na N wzgledem metryki Hausdorffa ze stalg

k<maxk(T;), i=1,...,n.

TWIERDZENIE 33
Jesli M jest przestrzenig metryczng zwartg, a T;: M — M rodzing kontrakcji, to

istnieje dokladnie jeden X # 0, X - zwarty, X C M, X = | Ti(X).
i=1

1=
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DEFINICIA 34

Jedli M jest przestrzenia euklidesowa R?, a T} sa geometrycznymi podobieistwami
n

o skalach k; < 1, to zbiér |J T;(X) nazywamy zbiorem samopodobnym wzgledem
i=1

Ty, ..., Th.

UWAGA 35
Przyktadami zbioréw samopodobnych sa:

e odcinek domkniety [a, b], gdzie a,b € R,

e zbiér Cantora z geometrycznymi podobiedistwami, T1(X) = $X i Tp(X) =
$X + 2; w tym przypadku F(X) =X U (3X + 2),

o tréjkat Sierpinskiego,

e zbiér Mandelbrota,

e krzywa von Kocha,

e _plonacy statek”,

e papro¢ Bransley’a,

e zbiory Julii,

e inne fraktale.

Fraktale wystepuja réwniez w naturze (np. platek $niegu, system naczyn krwio-
no$nych, DNA, system rzeczny, blyskawica, ananas czy kwiat kalafiora). Ponad-
to znajduja przerdézne zastosowania praktyczne — np. w zagadnieniach kompresji
danych, w grafice komputerowej, w technologii (np. antena fraktalna), w medycy-
nie, w neurobiologii, w geologii, w geografii, w archeologii, w sejsmologii, w tworze-
niu gier komputerowych i wielu innych dziedzinach wiedzy.

5.3. Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego

DEFINICIA 36
Niech f € C([0,T] x R). Wtedy zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego polega na
znalezieniu takiej funkcji # zmiennej ¢ klasy C*([0, T), ze zachodzi:

2'(t) = f(t,z(t)) tel]0,T]
z(0) =¢

Klasyczny wynik mowi nam, ze je$li f spelnia warunek Lipschitza wzgledem

x, to istnieje dokladnie jedno rozwiazanie zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego.

Rozwazamy teraz przestrzen funkcyjna C([0,T]) z norma supremum i przepro-
wadzamy nastepujace obliczenia:

' (t) = f(t,2(t)),
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Okreslamy:

(Fz)(t) =&+ [ f(s,2(s))ds, gdzie F': C([0,T]) — C([0,T])
0
i wtedy rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego polega na znalezieniu punktu stalego
odwzorowania F'.
Przeprowadzamy oszacowanie dla kazdego x,y € C([0,T1]):

KF@@%%FMUN=K+£f@x@»k—f—£ﬂ&M@MdS

<juww@»—ﬂaM@mw<jMM$—ywww<me—m7

a stad po przejsciu do supremum
|Fz — Fy|| < LTz — ]|

Rozwazamy dwa przypadki:

1° LT <1

Spelnione sa wtedy wszystkie zalozenia twierdzenia Banacha, na mocy ktérego
istnieje doktadnie jeden punkt staly odwzorowania F, ktory jest rozwiazaniem
zagadnienia Cauchy’ego.

2° LT >1

Wtedy funkcja F' nie jest kontrakcja, wiec niestety nie mozemy wprost sko-
rzystaé z twierdzenia Banacha. Jednakze mozemy wykonaé pewna modyfikacje
poprzedniego rozumowania, ktéra pozwoli nam je zastosowaé. Otdz zacie$niamy
przedziat [0,T], biorac takie h > 0, ze Lh < 1. Rozwazamy wtedy przestrzen
funkcyjna C([0, h]) i lokalne rozwiazanie zy zagadnienia Cauchy’ego w tejze przes-
trzeni, ktore istnieje na mocy twierdzenia Banacha o kontrakcji. Nastepnie rozwa-
zamy zagadnienie Cauchy’ego:

{%@f@m@DtGMJM
zo(h) = x1(h)

Uzywajac analogicznej techniki, mamy dokladnie jedno rozwiazanie zagad-
nienia Cauchy’ego. Skoro z1(h) = zg(h), to z jednoznacznosci rozwigzania 1 jest
ono jest przedluzeniem xz z [0, h] na [0,2h] i po analogicznej skoriczonej liczbie
krokéw mamy zawsze rozwigzanie naszego zagadnienia na [0, 7.
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5.4. Twierdzenie o funkcji uwiktanej

TWIERDZENIE 37 (O FUNKCJI UWIKLANEJ)
Jesli U jest obszarem wR?, f: U — R klasy C', (a,b) € U, f(a,b) =0, g—i(a,b) #+
0, to istnieje W — otoczenie punktu a, istnieje dokladnie jedna taka funkcja g: W —

R klasy C1, ze g(a) =b i f(z,g9(z)) =0 na W.

Dowdd. Definiujemy funkcje

U €N )
V(z,y)=y—>b %(avb)
f

Z zalozen g—y(a,b) # 0, wiec funkcja jest dobrze okredlona. Latwo widaé, ze
U(a,b) = 0 oraz %(mb) = 0. W zwigzku z tym, ze funkcja ¥ jest klasy C!,
mozemy zmniejszy¢ rozwazany obszar U do K tak, zeby dla kazdego (z,y) € K
zachodzito \%(x,yﬂ <1

Mozemy przyjaé, bez straty ogélnosci K = A x B, gdzie A = [a — ¢,a + ],
B=1[b—cb+c],ac>0. Definiujemy zbiér V = {z € A: ¥(z,b) < 1c} bedacy
otoczeniem a.

Dla x € A, y1,y2 € B z twierdzenia Lagrange’a zachodzi

,¥ € C(U,R).

W (2, 51) — Uz, y2)| = |2 (2,9) 91 — y2| < §ly1 — 2|, gdzie y € (y1,y2)-

Rozwazamy teraz przestrzen funkcyjna C(V, B) z metryka supremum o okres-
long w ten sposéb, ze:

o(f,g) =sup{f(r) —g(r),r €V}
oraz podprzestrzen domknieta
X = {f €C(V. B): f(a) = b}.
Punktowi g € X przyporzadkujemy funkcje F[g] w nastepujacy sposéb:
[F(g)] =b+ ¥(z,g(x)), gdzie z € V.
Sprawdzamy zalozenia twierdzenia Banacha o punkcie stalym:
e X jest zupelna jako podprzestrzen domknieta przestrzeni zupelnej,

e F: X — X, poniewaz F(g) € X, bo
[F(g)] = b oraz |[F(g)l(x) —b] = |b+ ¥(z,9(x)) = b| = [¥(z,g())] =
|W(z, g(x)) = V(z,b) +¥(z,b)| < [¥(z, g(z)) — ¥(2,b)|+ ¥ (z,b)] < 3lg(z) —
b|+%c§ %c—i—%c:c,

e F' jest kontrakcja ze stala k = %, poniewaz dla dowolnych
h,g € X i x € U przeprowadzimy nastepujace oszacowanie:
I[F(W)](x) = [F(9l(x)] = [¥(z,h(z)) —b—V(z,g(x)) + b = [¥(z,h(z)) -

U(z,9(2))| < 5/h(z) — g(z)| < 50(h. g).
To z kolei implikuje, ze o([F(h)], [F(g)]) < 30(h,g),
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czyli z twierdzenia Banacha o punkcie stalym istnieje dokladnie jedna taka funkcja
ciagla ¢, ze
[F(o)l(z) = ¢(x).

Z okreslenia funkcji F' mozna tatwo dojs¢ do tezy, bo nastepujace réwnosci sa
rownowazne:

p(x) = b+ &(z, p(2)),

f(z,y)
xz)=2> x)—b— "
p(x) =b+ p(x) 5 (s o))

0= f(a:,y)

5.5. Twierdzenie o odwzorowaniu otwartym

TWIERDZENIE 38 (O ODWZOROWANIU OTWARTYM)
Jesli U jest otwartym podzbiorem przestrzeni Banacha X, a F: U — X — kon-
trakcja ze stalg k, F =1 —T, to F(U) jest otwarty.

Dowdd. Zachodzi inkluzja B(F(z),(1 —k)r) C F(B(z,r)) C F(U).
Wystarczy zatem pokazac, ze

1F(z) =yl < (1= F)r.
W tym celu definiujemy funkcje
f(x) =2 — F(z) +y, gdzie x € B(z,r).

Owa funkcja spelnia zalozenia twierdzenia Banacha o punkcie stalym:
e B(z,1) jest przestrzenia zupelna,
e f: B(z,r) = B(z,r), poniewaz:

1f(x) =zl = |z = F(z)+y =zl = |T(z) —y+=2| = [|T(x) —y+T(2) =T (z)+

2| T (@) =T EIHIT(2)—y+zll < kllz—z[|+|F(2)—yll < kr+(1—k)r =,

e czyli f jest kontrakcja ze stala k, gdyz

1f(x) = f) = llz = F(x) +y — 2+ F(z) —yll = |z = F(z) +y = F(y)|| =
1T(x) = T(y)ll < kllz -yl

Z twierdzenia Banacha funkcja f ma dokladnie jeden punkt staly w € B(z,r),
zatem:

f(w) =w,
w— F(w) +y=w,
y = F(w),

wiec y lezy w obrazie kuli B(z,r) przez F.



[58] B.Ciesielska, A.Kowalczyk

Literatura

[1] K. Goebel, W. A. Kirk, Zagadnienia metrycznej teorii punktéw stalych, UMCS,
Lublin, 2010.

[2] R. Engelking, K. Sieklucki, Geometria i topologia. Cze$é II: Topologia, PWN,
Warszawa, 1980.

! Instytut Matematyki

Uniwersytet Jagielloniski w Krakowie
ul. Golebia 24

31-007 Krakow

E-mail: barbara.ciesielska@uj.edu.pl

2 Instytut Matematyki

Uniwersytet Jagielloriski w Krakowie
ul. Golebia 24

31-007 Krakow

FE-mail: agnes.kowalczyk@uj.edu.pl

Przystano: 11.06.2014; publikacja on-line: 29.09.201.



	Wstep
	Krótki zarys historyczny
	Powtórka teorii

	Zasada odwzorowan zwezajacych Banacha: wypowiedz i dowody
	Twierdzenie Edelsteina i jego dowód
	Uogólnienia i modyfikacje twierdzenia o punkcie stałym
	Zastosowania
	Pierwiastki kwadratowe w algebrach Banacha
	Zbiory samopodobne
	Rozwiazanie zagadnienia Cauchy'ego
	Twierdzenie o funkcji uwikłanej
	Twierdzenie o odwzorowaniu otwartym


