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O pewnej geometrii skonczonej

Streszczenie. W niniejszym artykule przedstawiony jest model pewnej ge-
ometrii skonczonej, nazwanej geometria dziewieciu punktow. W czesci pierw-
szej podana zostanie konstrukcja pewnego zbioru, stanowiacego punkt wyj-
Scia do prowadzonych rozwazan. W kolejnych czeéciach zostang zaprezen-
towane definicje podstawowych poje¢ z zakresu geometrii dziewieciu punk-
téw, ich wlasnosci oraz wiazace sie z nimi twierdzenia poparte dowodami.
Definicje oraz twierdzenia zostaly zaczerpnigte z pracy magisterskiej
p- A. Puczki i odpowiednio zmodyfikowane. Artykul ten moze staé sie zréd-
tem do prowadzenia dalszych rozwazan zwiazanych z zaprezentowanym tutaj
modelem geometrii skoniczone;j.

Abstract. In my article I present a model of discrete geometry, which
is called the nine—points geometry. In the first part I give a construction of a
certain set, which is a starting point to conducted research. In the next parts
I present definitions of basic concepts in the field of nine—points geometry,
their properties and theorems with proofs. The definitions and the theorems
were gathered from A. Puczka’s master thesis and they were modified ade-
quately. This article might be an inspiration for further deliberations, which
are connected with the model of discrete geometry presented here.

1. Wstep

Podamy konstrukcje pewnego zbioru, ktéry bedzie podstawa do rozwazan o ge-
ometrii dziewigciu punktéw.

Rozwazmy trzy kota, trzy tréjkaty i trzy kwadraty. Jeden element z kazdego
rodzaju figur zostal pokolorowany odpowiednio na czerwono, niebiesko oraz na
zielono. Kazda figura ma wiec dwie cechy: ksztalt i kolor (patrz rys. 1).
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Duzymi literami oznaczmy ksztalty, odpowiednio: K — kolo, T — trojkat
i @ — kwadrat. Malymi literami oznaczmy odpowiednio kolory: ¢ — czerwony,
n — niebieski i z — zielony. W ten sposéb kazda figura moze by¢ zakodowana
w sposéb jednoznaczny przez podanie ksztaltu i koloru (patrz tabela 1 ).

koto trojkagt kwadrat
czerwony Ke @ 7 A | |
niebieski Kn @ | A | @ ]
zielony Kz @ - A Qz ]

Tabela 1.

Przyjmujemy nastepujace okreslenie:

DEFINICJA 1

Zbiér {Ke¢, Kn, Kz, Tc, Tn, Tz, Qc, Qn, Qz} nazywamy y-plaszczyzng. Elementy
nalezace do ~y-plaszczyzny nazywamy ~yv-punktami.

Jak juz zauwazyliSmy wczedniej, kazdy y-punkt jest wyznaczony jednoznacznie

przez podanie ksztattu i koloru.

W naszych pogladowych ilustracjach v-plaszczyzna ma zawsze jednakowe roz-
mieszczenie y-punktéw (patrz rysunek 1).

Przyjmijmy nastepujaca definicje:

DEFINICIA 2

Dowolny podzbiér y-plaszczyzny nazywamy v-figurg.

PRZYKEAD 3

Podane zbiory sa przyktadami ~-figur.

A={Ke,Tc,Qn,Qz,Tz, Kn}
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2. Kolekcje I i Il rodzaju

Zdefiniujmy kolekcje I rodzaju:

DEFINICIA 4
Kolekcjg I rodzaju nazywamy zbidr wszystkich y-punktéw, majacych dokladnie
jedna wspolna ceche: ksztalt albo kolor.

PRZYKLAD 5

Podane zbiory A i B sa przykladami kolekcji I rodzaju:
A ={Qn, Qz, Qc}
B ={T=z, Qz, Kz}

Z definicji y-plaszczyzny i kolekcji I rodzaju wynika ponizsze twierdzenie:

TWIERDZENIE 6
Kolekcja I rodzaju jest zbiorem trojelementowym.

Dowdd. Zauwazmy, ze w - plaszczyznie sa dokladnie trzy y-punkty, majace
ten sam kolor oraz dokladnie trzy ~-punkty, majace ten sam ksztalt. Ustalmy
dowolny ~-punkt. Niech bedzie on ,pierwszym” elementem kolekcji I rodzaju. Do
ustalonego v-punktu mozemy , dobra¢” dokladnie dwa ~-punkty, majace ten sam
kolor lub majace ten sam ksztalt. Zatem kolekcja I rodzaju jest zbiorem trzech
y-punktow.

7 powyzszego rozumowania wynika nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 7
Kazdy v-punkt nalezy do dwoch kolekcji I rodzaju.

Przyjmijmy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 8
Kolekcjq II rodzaju nazywamy zbiér wszystkich takich y-punktéw, ze kazde dwa
sposréd nich roznig sie dokladnie dwiema cechami - ksztaltem i kolorem.

PRZYKEAD 9

Podane zbiory A i B sa przykladami kolekcji IT rodzaju:
A={Kz, Qc, Tn}
B ={Te¢, Kn, Qz}

7 definicji y-plaszczyzny oraz definicji kolekcji Il rodzaju wynika nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE 10
Kolekcja I rodzaju jest zbiorem tréjelementowym.
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Dowdd. Zauwazmy, ze, wybierajac dowolny y-punkt, ustalamy jego ksztalt
sposrdd trzech mozliwych i jego kolor sposréd trzech mozliwych. Ustalmy dowolne
dwa ~y-punkty rézniace sie miedzy soba ksztaltem i kolorem. Wybierajac w ten
spos6b dwa ~v-punkty, wybraliémy dwa rézne kolory i dwa rézne ksztalty. Zostal
nam wiec do dyspozycji jeden niewykorzystany dotad kolor i jeden ksztalt, ktére
wyznaczaja doktadnie jeden y-punkt, zatem kolekcja II rodzaju jest zbiorem trzyele-
mentowym.

7 powyzszego rozumowania wynika ponizszy wniosek:

WNIOSEK 11
Kazdy v-punkt nalezy dokladnie do dwdch kolekcji 11 rodzaju.

7Z definicji kolekcji I i IT rodzaju wynika, Ze nie istnieje y-figura bedaca jedno-
czeénie kolekcja 11 II rodzaju. Zauwazmy takze, ze istnieje szes¢ kolekcji I rodzaju
oraz szes¢ kolekcji IT rodzaju.

Na rys. 2 zostaly przedstawione wszystkie kolekcje I rodzaju, na rys. 3 zas
wszystkie kolekcje IT rodzaju.
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Zauwazmy, ze kolekcje I rodzaju mozna utozsamic¢ z wierszami i kolumnami w stan-
dardowym rozmieszczeniu v-punktéw y-plaszezyzny, a kolekcje IT rodzaju mozna
utozsamié z ,przekatnymi” w rozbudowanym standardowym rozmieszczeniu -
punktéw ~-plaszczyzny. !

IRozbudowane standardowe rozmieszczenie «-punktéw y-plaszczyzny ilustruje rysunek 3.
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3. O ~y-prostych
Zdefiniujmy v-prosta:

DEFINICIA 12
Kolekcje I lub II rodzaju nazywamy -prostg. Kolekcje I rodzaju nazywamy prostg
I rodzaju. Analogicznie kolekcje II rodzaju nazywamy prostq II rodzaju.

PRrRZYKEAD 13
Zbiér A jest przykladem prostej I rodzaju, zbiér B — przykladem prostej II
rodzaju. A = {Ke¢, Kn, Kz} (ilustracja: rys. 4.)

AN

@ Al
@ ANl

Rys. 4.

B = {Kn,Tc,Qz} (ilustracja: rys. 5.)

Z twierdzen [6] i [L0] wynika nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 14
Kazda v-prosta jest zbiorem trojelementowym.

Zauwazmy, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 15
Kazdy v-punkt nalezy dokladnie do czterech réznych ~y-prostych.

Dowdd. Ustalmy dowolny ~v-punkt. Z wniosku 1 wynika, ze nalezy on do
dwoch kolekgeji I rodzaju, a wiec, zgodnie z definicja y-prostej, do dwéch prostych
I rodzaju. Analogicznie z wniosku 2 wynika, ze ustalony y-punkt nalezy takze do
dwéch prostych II rodzaju. Skoro zadne z prostych Ii Il rodzaju sie nie pokrywaja,
zatem dowolny ~-punkt nalezy do czterech réznych prostych.
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Przyjmijmy nastepujaca definicje:

DEFINICIA 16

Pekiem ~y-prostych o wierzcholtku w y-punkcie P nazywamy rodzine wszystkich -
prostych, do ktérych nalezy ten y-punkt. Pek y-prostych o wierzchotku w punkcie
P oznaczamy symbolem (P).

PRZYKEAD 17
Podany zbiér jest pekiem ~-prostych o wierzchotku w punkcie Kn.
(Kn)={{Kn, Kz, Kc}, {Kn, Tn, @Qn}, {Kn, Qz, Tc}, {Kn, Qc, Tz}}

(ilustracja: rys. 6)
0o AN
C_ad
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Rys. 6.
7 twierdzenia [15| wynika ponizszy wniosek:

WNIOSEK 18
Pek prostych o wierzchotku w dowolnym ~v-punkcie jest zbiorem czterolementowym.

4. O v-odlegtosci
Pokazemy, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 19

Funkcja d : vx~v — R okreslona dla dowolnych - punktéw P,Q € v w nastepujgcy
sposdb d(P,Q) = liczba cech, ktérymi P rézni sie od Q, jest metrykq na -
plaszczyznie. Funkcje te nazywamy y-odlegloscig.

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla dowolnych v-punktéw P i @ odleglo$é d(P,Q) €
{0,1,2}.

Ustalmy dwa dowolne y-punkty P i Q. Oczywistym jest, ze jezeli P = @,
to liczba rézniacych je cech wynosi zero i taka sama warto$¢ ma wtedy d(P, Q).
Zalézmy, ze d(P, Q) = 0. Zgodnie z definicja y-odleglosci, punkty P i @) nie r6éznia
sie zadna cecha, a wiec P = Q.

Zgodnie z definicja, odlegto$é d(P, Q) jest réwna liczbie cech, ktérymi punkt
P rézni sie od punktu Q. Punkt @ rézni sie od punktu P taka sama liczba cech.
Mamy wiec d(P, Q) = d(Q, P).
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Ustalmy dowolne - punkty P, Q, R. Zauwazmy, ze jesli d(P, @) = 0, nieréwnosé
tréjkata jest prawdziwa.

Podobnie, jezeli d(P,Q) = 1, nieréwno$¢ tréjkata jest réwniez spelniona. Is-
totnie, z definicji odleglodci - punktéw wynika, ze skoro d(P, Q) = 1, punkty P
i @ roznia sie dokladnie jedna cecha. Jezeli P # R i QQ # R, wéwczas punkty
P i R oraz Q i R réznia sie co najmniej jedna cecha, a wiec d(P,R) > 1 oraz
d(Q,R) > 1, wiec nier6wnosé¢ tréjkata jest spetniona.

Jedli d(P, Q) = 2, to punkty P i @ r6znia sie dokladnie dwiema cechami. Jezeli
P # RiQ # R, wéwczas punkty P i R oraz @ i R réznia si¢ co najmniej jedna
cecha, a wiec d(P,R) > 1 oraz d(Q, R) > 1 i nier6wno$¢ tréjkata jest spelniona.

Udowodniliémy, ze zdefiniowana powyzej funkcja d jest metryka w zbiorze
wszystkich y-punktow.

DEFINICIA 20
Funkcje d okreslong w twierdzeniu [19| bedziemy nazywadé - odlegloscig.

PRrRZYKEAD 21

Odleglo$é podanych y-punktéw jest odpowiednio réwna:
d(Te,Qz) =2
d(@Qn,Kn) =1

5. Okregi na - ptaszczyznie

DEFINICIA 22

Okregiem o Srodku w punkcie O i promieniu v > 0 nazywamy zbidr wszystkich
punktéw y-plaszczyzny, ktérych odlegtosé od punktu P jest réwna r. Oznaczamy
go symbolem: o(P, 7).

Ponizej przedstawiono przykltady 3 okregéw. Linia przerywana zaznaczono
srodek okregu, a linia ciagla polaczono punkty nalezace do okregu:

PRZYKLAD 23
a) o(Tn, 1) (ilustracja: rys. 7.)

b) o(Kz,1) (ilustracja: rys. 8.)



[66] Joanna Sek

O AN
@ A N
@ A S

Rys. 8.

¢) o(Qc,2) (ilustracja: rys. 9.)

Jak nietrudno zauwazy¢, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 24
Okregi o wspdlnym srodku w dowolnym - punkcie i promieniach réwnych 0, 17 2
generujg calg - plaszczyzne.

6. Przecinajace sie i rownolegte y-proste.
Zdefiniujmy teraz ~y-proste przecinajace sie:

DEFINICIA 25

Moéwimy, ze y-proste a 1 b przecinajg sie w danym y-punkcie, jezeli ten y-punkt jest
jedynym ~-punktem wspdélnym tych prostych. Nazywamy go punktem przeciecia
prostych a oraz b.

Ponizej przedstawiono przyklady prostych przecinajacych sie:

PRZYKLAD 26
Proste {Ke¢,Tc,Qc} i {Te, Tn, Tz} przecinaja sie w punkcie Tc.
Proste {T¢,Qn, Kz} i {Kc,Qn, Tz} przecinaja sie w punkcie Qn.

7 definicji prostej I rodzaju, prostej II rodzaju oraz prostych przecinajacych
sie wynika nastepujace twierdzenie:
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TWIERDZENIE 27
Kazda prosta I rodzaju przecina kazdg prostg 11 rodzaju.

Dowdd. Ustalmy dowolng prosta a. Niech bedzie ona prosta I rodzaju.
Z definicji v-prostej wynika, ze jest ona zbiorem trzyelementowym. Kazdy
z y-punktéw nalezacych do ustalonej ~-prostej a nalezy do dwoéch kolekeji 1T
rodzaju. Zatem kazda prosta I rodzaju przecina kazda z 6 prostych II rodzaju.

Zdefiniujmy ~-proste rownolegte:

DEFINICIA 28
Moéwimy, ze y-proste a i b sq réwnolegle, jezeli sa roztaczne.

Ponizej przedstawiono ilustracje dwoch prostych réwnolegtych. Liniami ciaglymi
potaczono punkty nalezace do wskazanych prostych.

PRZYKEAD 29
Prosta réwnolegla do prostej {T'c,Qz, Kn} i przechodzaca przez punkt Kc jest
prosta {Kc¢,Tn,Qz}. (ilustracja: rys. 12.)
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Rys. 12.

Z definicji y-prostych oraz prostych réwnoleglych wynika nastepujace twierdze-
nie:

TWIERDZENIE 30

Dla dowolnej vy-prostej a i dowolnego ~v-punktu P nie naleZgcego do prostej a,
istnieje dokladnie jedna ~y-prosta b rownolegla do danej prostej a i przechodzgca
przez punkt P.

Dowdéd. Zauwazmy, ze proste rownolegle sa zawsze prostymi tego samego
rodzaju. Dowodzac twierdzenie 4, odwolamy sie do graficznego przedstawienia
~-plaszczyzny (patrz rys. 2 irys. 3). Rozwazmy dwa przypadki.

1. Niech a bedzie prosta I rodzaju, a punkt P punktem nie nalezacym do
prostej a. Skoro prosta a jest kolekcja I rodzaju, to mozemy utozsamié ja z pewnym
wierszem  lub  pewng  kolumna w  standardowym = rozmieszczeniu
~-punktéw y-plaszezyzny (patrz rys. 2). Skoro punkt P nie nalezy do prostej a, to
mozemy wskaza¢ doktadnie jeden wiersz, w ktérym znajduje sie punkt P, a ktéry
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nie ma punktéw wspélnych ze wskazanym wczesniej wierszem (utoZsamionym
z prosta a). Wskazalidmy zatem dokladnie jedna prosta réwnolegla do prostej
a, do ktérej nalezy punkt P. Analogicznie rozumujemy w przypadku, gdy prosta
I rodzaju mozemy utozsamié z pewna kolumng w standardowym rozmieszczeniu
~- punktéw ~y-plaszczyzny.

2. Niech a bedzie vy-prosta II rodzaju, a punkt P niech bedzie punktem nie
nalezacym do prostej a. Skoro prosta a jest kolekcja II rodzaju, to mozemy ja
utozsamié¢ z pewna ,przekatna” w rozbudowanym rozmieszczeniu y-plaszczyzny
(patrz rysunek 3). Punkt P nie nalezy do tej prostej, a wiec mozemy wskazaé
dokladnie jedna ,przekatna”, do ktorej nalezy punkt P, a ktéra nie ma punktow
wspolnych ze wskazana wezedniej przekatna (utozsamiona z prosta a). Wskaza-
liSmy zatem dokladnie jedna prosta II rodzaju rownolegla do danej, do ktorej
nalezy punkt P.

7. Podsumowanie

W artykule zostaly przywolane podstawowe wlasnosci poje¢ z zakresu ge-
ometrii dziewieciu punktéw. Nie zostaly tu uwzglednione nietypowe przypadki.
Geometria dziewieciu punktow jest bogatym zrédlem zagadnien, ktérych rozwaza-
nie moze przyczynic si¢ do samodzielnego definiowania nowych obiektéw i badania
ich wlasnosci.
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