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Kwadratury Newtona–Cotesa

Streszczenie. W pracy przedstawiono pewne metody całkowania numerycz-
nego. W szczególności omówione zostały ogólne pojęcie kwadratury oraz wzo-
ry pierwszego i drugiego rzędu dla kwadratur Newtona–Cotesa. Wzory te
dzielą się na proste i złożone. Przedstawione w tej pracy rozważania teore-
tyczne oparte zostały na konkretnym przykładzie, który pokazuje, z jakim
błędem mamy do czynienia w każdej z metod.

Abstract. In this work some methods of numerical integration are presen-
ted. In particular, a general concept of quadrature and formulas of first and
second category for Newton–Cotes quadratures are discussed. It is worth to
mention that these formulas fall into two categories: the simple and the com-
plex ones. Theoretical knowledge is based on a specific example, which shows
the error which we encounter in each method.

1. Wstęp

Zapewne wielu z nas, obliczając różnego rodzaju całki, czy to nieoznaczone,
czy też oznaczone, napotkało niejednokrotnie jakiś problem. Najczęstszym utrud-
nieniem rozwiązania, na które osobiście też się natknęłam, było znalezienie funkcji
pierwotnej. Dla niektórych funkcji całki po prostu nie istnieją, dla innych nie dają
się zapisać za pomocą standardowych funkcji matematycznych. Mam tu na myśli
klasę całek nieelementarnych, jak np.

∫
ex2

dx,
∫

sin x2 dx,
∫

cos x2 dx,
∫

dx
ln x czy√

1− x4 dx. Ale gdybyśmy dodatkowo chcieli obliczyć całki oznaczone, to pojawia
się jeszcze większy kłopot. Badacze poradzili sobie z nim w następujący sposób:
Aby obliczyć takie całki, używa się tzw. kwadratur, czyli metod całkowania nu-
merycznego, które dają przybliżony wynik.
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2. Kwadratury

Na początek rozważmy całki oznaczone funkcji jednej zmiennej postaci:

Ip(f) =
b∫

a

f(x)p(x) dx,

gdzie [a,b] jest przedziałem całkowania, funkcja f : [a, b] → R jest ciągła w swej
dziedzinie, natomiast p: [a, b] → [0,∞) jest funkcją wagową, całkowalną w prze-
dziale [a, b]. Funkcja wagowa jest dobierana tak, aby dobrze przybliżać całkę. Dla
uproszczenia przyjmiemy tutaj, że p(x) = 1.

Wróćmy do pojęcia kwadratury. Wzór ogólny kwadratury wyraża się sumą:

Q(f) =
n∑

k=0
Akf(xk),

gdzie Ak są współczynnikami kwadratury, a punkty xk są węzłami wyznaczają-
cymi podział przedziału [a, b], tzn. a = x0 < · · · < xn = b [2]. Przypomnę tutaj,
że metoda ta jest metodą przybliżoną, dlatego obarczona jest błędem. Jak nie-
trudno zauważyć, błędem będzie w tym przypadku różnica, a właściwie wartość
bezwzględna różnicy pomiędzy dokładną wartością całki a wynikiem przybliżonym,
a więc: E(f) = |I(f)−Q(f)|.

Omówię teraz szczególny przypadek kwadratur, a mianowicie kwadratury New-
tona–Cotesa. Jeżeli węzły xk są równoodległe, to funkcję f możemy zastąpić wie-
lomianem Lagrange’a

Ln(x) =
n∑

k=0
f(xk)

n∏
j=0, j 6=k

x− xj

xk − xj
,

a zatem

I(f) =
b∫

a

f(x) dx ≈
b∫

a

Ln(x) dx.

Taki sposób przybliżania funkcji podcałkowej nazywamy właśnie kwadraturą New-
tona–Cotesa [2]. Węzły tej kwadratury wyznaczane są ze wzoru: xk = x0 + b−a

n ·k.
Ogólny wzór na kwadraturę Newtona–Cotesa ma nadal postać sumy:

Q(f) =
n∑

k=0
Akf(xk),

z tym, że współczynniki Ak dane są wzorami:

Ak =
b∫

a

n∏
j=0, j 6=k

x− xj

xk − xj
dx.
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Wyróżnia się kwadratury proste, powstałe na bazie jednego przedziału całkowania,
oraz kwadratury złożone [1].

2.1. Kwadratury proste
Dla kwadratury prostej rozważmy przypadek n = 1. Wtedy węzłami są punkty:

x0 = a, xn = b. Po odpowiednim podstawieniu dostaniemy wzór trapezów:

Q(f) = b− a

2 (f(a) + f(b)) .

Dla przypadku n = 2 otrzymamy w podobny sposób wzór Simpsona postaci:

Q(f) = b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)

)
.

2.2. Kwadratury złożone
Kwadratury złożone budowane są w następujący sposób:

1. Dzielimy przedział [a, b] na N równych przedziałów [xi, xi+1], i = 0, . . . , N .

2. Wyznaczamy węzły: xij = xi + xi+1−xi

n · j, j = 0, . . . , n.

3. W każdym z przedziałów stosujemy kwadraturę Newtona–Cotesa.

Wzór ogólny na złożoną kwadraturę Newtona–Cotesa wygląda następująco:

Q(f) =
N−1∑
i=0

Qi(f) = b− a

n

N−1∑
i=0

n∑
j=0

Ajf(xij).

Wyróżniamy tutaj, podobnie jak dla prostych wzorów, wzór złożony trapezów
i wzór złożony Simpsona. Wzór złożony trapezów wyraża się poprzez funkcję:

Q(f) =
N−1∑
k=0

xk+1 − xk

2 (f(xk) + f(xk+1)) .

Wzór złożony Simpsona zapisuje się tak:

Q(f) =
N−1∑
k=0

xk+1 − xk

6

(
f(xk) + 4f

(
xk + xk+1

2

)
+ f(xk+1)

)
.

W przypadku obu tych wzorów węzły mają postać: xi = a + b−a
N · i, i = 0, . . . , N .
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2.3. Przykład zastosowania

Po teoretycznym wprowadzeniu obliczymy czterema sposobami całkę
1∫
0

ex2
dx.

Korzystając z jak najdokładniejszego przybliżenia tej całki (wyliczonym za pomocą
programuWolfram Alpha), spróbuję podać wartości błędów, zdefiniowanych wcześ-
niej jako moduł różnicy wartości dokładnych i przybliżonych. Wyniki przedstawia
poniższa tabela:

Metoda Wartość Błąd
Wzór trapezów 1,86 0,39735
Wzór Simpsona 1,476 0,01335

Złożony wzór trapezów 1,466 0,00335
Złożony wzór Simpsona 1,463 0,00035

Tabela 1: Wyniki

Wzory złożone zastosowane zostały dla przedziału podzielonego na 10 pod-
przedziałów. Przy obliczaniu błędu, za programemWolfram Alpha zostało przyjęte

założenie, iż:
1∫
0

ex2
dx ≈ 1, 46265.

2.4. Uwagi
Nie sposób nie zauważyć, że najmniejszym błędem został obarczony złożony

wzór Simpsona. Istotnie, okazuje się, że ta metoda liczenia całek jest najdokład-
niejsza spośród czterech przeze mnie wymienionych. Gdy dodatkowo jeszcze prze-
dział całkowania podzielimy na odpowiednio dużą liczbę podprzedziałów, to może-
my liczyć na dokładniejszy wynik. Wynika to z faktu, iż w metodzie Simpsona
funkcję przybliżamy wykresem paraboli na danym podprzedziale, natomiast w me-
todzie trapezów, jak nazwa wskazuje, liczymy pole przybliżonego do wykresu funk-
cji trapezu. Podobne wzory istnieją dla n = 3, 4, 5, 6 i na ogół są jeszcze dokład-
niejsze od przytoczonych w tym artykule. Można je znaleźć w [3]. Pominęłam je
w swoich rozważaniach, gdyż moim celem nie było prezentowanie wzorów, lecz
zwrócenie uwagi czytelnika na zagadnienie kwadratur Newtona–Cotesa.

Mimo istnienia wielu metod całkowania numerycznego, poszukiwanie jak naj-
dokładniejszej metody liczenia całek nieelementarnych jest niekończącym się wyz-
waniem dla matematyków.
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