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Streszczenie. W pracy przedstawiono pewne metody calkowania numerycz-
nego. W szczegdlnosci oméwione zostaly ogdlne pojecie kwadratury oraz wzo-
ry pierwszego i drugiego rzedu dla kwadratur Newtona—Cotesa. Wzory te
dziela sie na proste i zlozone. Przedstawione w tej pracy rozwazania teore-
tyczne oparte zostaly na konkretnym przyktadzie, ktory pokazuje, z jakim
btedem mamy do czynienia w kazdej z metod.

Abstract. In this work some methods of numerical integration are presen-
ted. In particular, a general concept of quadrature and formulas of first and
second category for Newton—Cotes quadratures are discussed. It is worth to
mention that these formulas fall into two categories: the simple and the com-
plex ones. Theoretical knowledge is based on a specific example, which shows
the error which we encounter in each method.

1. Wstep

Zapewne wielu z nas, obliczajac réznego rodzaju calki, czy to nieoznaczone,
czy tez oznaczone, napotkalo niejednokrotnie jakis problem. Najczestszym utrud-
nieniem rozwiazania, na ktére osobiscie tez si¢ natknetam, bylo znalezienie funkcji
pierwotnej. Dla niektérych funkeji calki po prostu nie istnieja, dla innych nie daja
sie zapisa¢ za pomocg standardowych fun]gcji matematycznych. Mam tu na mysli
klase calek nieelementarnych, jak np. [e* dx, [sinz?dz, [cosz? dz, [{£Z czy
V1 — 2% dz. Ale gdybyémy dodatkowo chcieli obliczy¢ caltki oznaczone, to pojawia
sie jeszcze wiekszy klopot. Badacze poradzili sobie z nim w nastepujacy sposob:
Aby obliczy¢ takie calki, uzywa si¢ tzw. kwadratur, czyli metod catkowania nu-
merycznego, ktore daja przyblizony wynik.
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2. Kwadratury

Na poczatek rozwazmy caltki oznaczone funkcji jednej zmiennej postaci:

= /b f(@)p(z) dx

gdzie [a,b] jest przedzialem calkowania, funkcja f:[a,b] — R jest ciagla w swej
dziedzinie, natomiast p:[a,b] — [0,00) jest funkcja wagowa, calkowalna w prze-
dziale [a, b]. Funkcja wagowa jest dobierana tak, aby dobrze przyblizaé¢ calke. Dla
uproszczenia przyjmiemy tutaj, ze p(x) = 1.

Wréémy do pojecia kwadratury. Wzér ogdlny kwadratury wyraza sie suma:

(f) =D Apflaw),
k=0

gdzie Ay sa wspolczynnikami kwadratury, a punkty zp sa wezltami wyznaczaja-
cymi podzial przedziatu [a,b], tzn. a = zo < -+ < x,, = b [2]. Przypomne tutaj,
ze metoda ta jest metoda przyblizona, dlatego obarczona jest bledem. Jak nie-
trudno zauwazy¢, bledem bedzie w tym przypadku roznica, a wlasciwie wartosé
bezwzgledna réznicy pomiedzy doktadna wartoécia caltki a wynikiem przyblizonym,

a wige: E(f) = [I(f) = Q(f)]-

Oméwie teraz szczegdlny przypadek kwadratur, a mianowicie kwadratury New-
tona—Cotesa. Jezeli wezly x; sa rownoodlegle, to funkcje f mozemy zastapi¢ wie-
lomianem Lagrange’a

n

DO ——

T — T4
k=0 =0, gk R T

If)/bf(x) dmk‘:/bLn(x) dz.

Taki sposob przyblizania funkcji podcatkowej nazywamy wlasnie kwadratura New-
tona—Cotesa [2]. Wezly tej kwadratury wyznaczane sa ze wzoru: xj = xo+ =2 b <. k.
Ogdélny wzér na kwadrature Newtona—Cotesa ma nadal postaé¢ sumy:

(f) =D Apflan),
k=0

z tym, ze wspélczynniki Ay dane sa wzorami:

b n
/ H — % dx.
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Wyréznia sie kwadratury proste, powstale na bazie jednego przedziatu catkowania,
oraz kwadratury zlozone [IJ.

2.1. Kwadratury proste

Dla kwadratury prostej rozwazmy przypadek n = 1. Wtedy wezlami sa punkty:
ro = a, x, = b. Po odpowiednim podstawieniu dostaniemy wzér trapezdw:

b—a

Q(f) = —— (fla) + f(b)).

Dla przypadku n = 2 otrzymamy w podobny sposéb wzor Simpsona postaci:

=" (1w ar (50) +50).

2.2. Kwadratury zfozone

Kwadratury zlozone budowane sa w nastepujacy sposéb:
1. Drzielimy przedzial [a,b] na N réwnych przedzialéw [x;, x;41], i =0,..., N.
2. Wyznaczamy wezly: x;; = x; + “—"2.j j=0,...,n.
3. W kazdym z przedzialéw stosujemy kwadrature Newtona—Cotesa.

Wzor ogdlny na zltozona kwadrature Newtona—Cotesa wyglada nastepujaco:

N-1 b—a N—-1 n
QN =D QN =" D Aif(w).
=0 i=0 7=0

Wyrdzniamy tutaj, podobnie jak dla prostych wzoréw, wzoér zlozony trapezdw
i wzor zlozony Simpsona. Wzor zlozony trapezdéw wyraza sie poprzez funkcje:

N-1

QU = Y IR (a) + flana)) -

2
k=0
Wzér zlozony Simpsona zapisuje sie tak:

N-1

QU = Y (f(xk) +4f (W) + f(xk+1)> -

6
k=0

W przypadku obu tych wzoréw wezly maja postac: x; = a + b*Ta -4, 1=0,...,N.
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2.3. Przyktad zastosowania

1
Po teoretycznym wprowadzeniu obliczymy czterema sposobami calke [ e’ dx.
0
Korzystajac z jak najdokladniejszego przyblizenia tej calki (wyliczonym za pomoca
programu Wolfram Alpha), sprébuje podaé wartosci bledéw, zdefiniowanych wezes-
niej jako modutl réznicy wartosci doktadnych i przyblizonych. Wyniki przedstawia
ponizsza tabela:

Metoda Wartosé¢ | Btlad
Wzor trapezow 1,86 0,39735
Wzér Simpsona 1,476 0,01335

ZYozony wzoér trapezéw 1,466 0,00335
Zlozony wzor Simpsona 1,463 0,00035

Tabela 1: Wyniki

Wzory zlozone zastosowane zostaly dla przedzialu podzielonego na 10 pod-

przedziatéw. Przy obliczaniu btedu, za programem Wolfram Alpha zostato przyjete
1

zalozenie, iz: [ e® dx ~ 1,46265.
0

2.4. Uwagi

Nie sposéb nie zauwazy¢, ze najmniejszym bledem zostal obarczony ztozony
wzér Simpsona. Istotnie, okazuje sie, ze ta metoda liczenia calek jest najdoktad-
niejsza sposrod czterech przeze mnie wymienionych. Gdy dodatkowo jeszcze prze-
dzial calkowania podzielimy na odpowiednio duza liczbe podprzedzialéw, to moze-
my liczy¢ na dokladniejszy wynik. Wynika to z faktu, iz w metodzie Simpsona
funkcje przyblizamy wykresem paraboli na danym podprzedziale, natomiast w me-
todzie trapezdéw, jak nazwa wskazuje, liczymy pole przyblizonego do wykresu funk-
cji trapezu. Podobne wzory istnieja dla n = 3,4,5,6 i na ogol sa jeszcze doklad-
niejsze od przytoczonych w tym artykule. Mozna je znalezé w [3]. Pominelam je
w swoich rozwazaniach, gdyz moim celem nie bylo prezentowanie wzoréw, lecz
zwrdcenie uwagi czytelnika na zagadnienie kwadratur Newtona—Cotesa.

Mimo istnienia wielu metod catkowania numerycznego, poszukiwanie jak naj-
dokladniejszej metody liczenia calek nieelementarnych jest niekonczacym sie wyz-
waniem dla matematykow.
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