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Stawomir Przybyto!
Liczby surrealne

Streszczenie. Celem artykutu jest przedstawienie podstawowych informa-
cji na temat liczb surrealnych. Punktem wyjscia do ich konstrukcji sg liczby
porzadkowe, o ktdérych traktuje pierwszy rozdziat niniejszej pracy. Nastepnie
przedstawiona zostata definicja liczby surrealnej wedtug pomystu Gonshora,
wraz z podaniem sposobu okreslenia porzadku i dziatan na klasie tych liczb.
W ostatniej czesci wskazano niektére podklasy liczb surrealnych, a takze
podano dwa wazne twierdzenia méwiace o zwiazku tych liczb z liczbami
rzeczywistymi i liczbami porzadkowymi.

Abstract. The main aim of this article is to present basic information about
surreal numbers. The starting point for their construction are ordinal num-
bers, which are described in the first part of the work. Then I present the
definition, basic properties and operations on surreal numbers according to
Harry Gonshor. In the last part there have been indicated some subclasses
of surreal numbers. Finally I gave two important theorems about the con-
nection between real numbers, ordinal numbers and surreal numbers.

1. Wstep

Liczby surrealne (zwane réwniez jako liczby nadrzeczywiste czy liczby Con-
waya) sa obiektami matematycznymi, ktérych definicje i konstrukcje przedstawil
John Horton Conway w ksiazce On Number and Games z 1976 roku [3]. Jego
pomyst taczy z jednej strony idee przekrojéw Dedekinda, z drugiej za$ — idee kon-
strukcji liczb naturalnych wedlug von Neumanna. W rezultacie powstaje klasa
obiektow, ktéra spelnia aksjomaty ciata uporzadkowanego. Jest ona zarazem naj-
wigksza taka struktura, w tym sensie, ze kazde inne cialo uporzadkowane (miedzy
innymi uporzadkowane cialo liczb rzeczywistych) moze zosta¢ w niej zanurzone.
Ale liczby surrealne to cos wiecej - zawieraja w sobie réwniez inne obiekty, takie
jak liczby porzadkowe czy liczby infinitezymalne (takie liczby dodatnie, ktére sa
muiejsze od dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej). Konstrukcja Conwaya jest
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jednak prowadzona $rodkami wykraczajacymi poza klasyczna matematyke. Dla-
tego tez jego pomyslt zostal rozwiniety przez Harrego Gonshora w ksiazce An In-
troduction to the Theory of Surreal Numbers [{]. Autor ten, w przeciwienstwie do
Conwaya, zbudowal swoja teorie w ramach matematyki klasycznej.

Niniejszy tekst bedzie opieral sie wlasnie na konstrukcji Gonshora. Zaktada
ona znajomo$¢ podstawowych wlasnosci liczb porzadkowych, dlatego na poczatku
przedstawie informacje wstepne, dotyczace tych obiektow. Nastepnie opisze kon-
strukcje ciala liczb surrealnych. Na koncu podam niektére ciekawe informacje
dotyczace tychze liczb. Z uwagi na objetos¢ tekstu, przestawie w nim jedynie pod-
stawowe informacje zwiazane z liczbami surrealnymi. Wiecej informacji zawieraja
prace magisterskie poswiecone temu zagadnieniu, stanowiace punkt wyjscia i pod-
stawe niniejszego artykutu: [10, [IT]. Warto réwniez wspomnie¢ jedno z pierwszych
popularnych wprowadzen w teorie liczb surrealnych: [§] czy tez jedyna dotychczas
publikacje ksiazkowa w jezyku polskim, ktora zawiera informacje na temat tych
liczb: [4].

2. Definicja i podstawowe wtasnosci liczb porzadkowych

Przypomnienie podstawowych informacji dotyczacych liczb porzadkowych za-
czniemy od podania definicji zbioru tranzytywnego.

DEeriNIcIA 1 ([1], s. 107)
Zbiér x nazywamy tranzytywnym, gdy

Vy@c yCuw.

PRZYKLAD 1
a) Zbiér pusty jest zbiorem tranzytywnym.

b) Zbior A = {0, {0}, {0,{0}}} jest zbiorem tranzytywnym.
c) Zbiér B = {0, {0}, {{0}}}.

DEFINICIA 2 ([1], s. 108)
Zbiér tranzytywny a nazywamy liczbg porzgdkowg, gdy

Veyca YETVYy=2VITEY.
Warunek z powyzszej definicji nazywamy prawem trychotomii.
Spetniaja go miedzy innymi @ i zbiér A z przykladu[l} zbiory te sg zatem liczbami

porzadkowymi. Natomiast zbiér B ze wspomnianego przyktadu nie spelnia prawa
trychotomii.

Liczby porzadkowe mozna zdefiniowaé réwniez w inny sposéb:

DEFINICIA 3 ([9], s. 193)
Liczbg porzgdkowg nazywamy typ porzadkowy zbioru dobrze uporzadkowanego.
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PRZYKLAD 2
Liczbami porzadkowymi sa m. in. 0, 3, w, w4+ 1, w + w.

Liczba w oznacza typ porzadkowy zbioru liczb naturalnych.

Obie definicje liczb porzadkowych sa réwnowazne, dzigki nim otrzymujemy
obiekty, ktére mozemy ze soba jednoznacznie utozsamiaé¢. Na przyktad liczbe
0 (rozumiana jako typ porzadkowy zbioru nieposiadajacego zadnego elementu)
utozsamiamy z liczbg porzadkowa () (w znaczeniu zbioru tranzytywnego i spelnia-
jacego prawo trychotomii), natomiast liczbe 3 ze zbiorem {0, {0}, {0, {0} }}. Warto
rowniez podkreslié, ze jest to zgodne z aksjomatyczna konstrukcja liczb natural-
nych von Neumanna.

UWwAGA 1
Liczby porzqdkowe tworzg klase wilasciwg, tzn. nie sq¢ zbiorem.

Na liczbach porzadkowych mozna okresli¢ porzadek i dzialania, takie jak do-
dawanie, mnozenie, réznica (ta ostatnia tylko w niektérych przypadkach) czy pote-
gowanie. Nizej przedstawie tylko podstawowe wiadomosci na ich temat. Wiecej
informacji mozna odnaleZ¢é miedzy innymi w: [, [O] 12]

DEeriNiCIA 4 ([I], s. 111)
Niech « i 8 beda liczbami porzadkowymi. Porzgdek miedzy nimi okreslamy
nastepujaco:

a<p =df @ € B,

alfega<fVa=g0.
DEFINICIA 5 ([1], s. 126)
Sumg liczb porzqdkowych o i f nazywamy typ porzadkowy zbioru
({0} x @) U ({1} x B),

uporzadkowanego leksykograficznie, tj.
a+ B =tp(({0} x o) U ({1} x §), =),

gdzie < jest obcieciem porzadku leksykograficznego na zbiorze {0, 1} x max{«, 8}
do zbioru ({0} x o) U ({1} x B).

DEFINICIA 6 ([1], s. 127)
Tloczynem liczb porzgdkowych o i f nazywamy typ porzadkowy zbioru 5 X «
uporzadkowanego leksykograficznie, tj.

Oé',Bth(ﬁXOZ,<).

DEeriNicsA 7 ([I, s. 130)

Niech a i # beda liczbami porzadkowymi. Potege o definiujemy rekurencyjnie:
(a) a® =1,

(b) aftl =af . q,

(c) af = U,<p@”, jesli B jest liczba graniczna oraz 3 > 0.



[30] Stawomir Przybyto

Nalezy podkredli¢, ze wspomniane dziatania nie zawsze maja takie wlasnosci,
jak na przyklad dzialania na liczbach naturalnych czy w ciatach uporzadkowanych
(o cialach uporzadkowanych mozna przeczyta¢ w [I]). Dodawanie i mnozenie nie
sg dziatlaniami przemiennymi, ponadto porzadek na liczbach porzadkowych nie jest
zgodny z tymi dzialaniami. Nie zachodzi réwniez prawo rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania. Prawdziwe sa bowiem nastepujace uwagi:

UWAGA 2

l+w#w+1

Jest tak oczywiscie dlatego, ze typ porzadkowy zbioru liczb naturalnych z do-
danym innym elementem, bedacym mniejszym od kazdej liczby naturalnej, jest
rowny typowi porzadkowymi zbioru liczb naturalnych. Z kolei typ porzadkowy
zbioru liczb naturalnych z dodanym inny elementem, bedacym wiekszym od kazdej
liczby naturalnej, jest r6zny od typu porzadkowego zbioru liczb naturalnych (typ
porzadkowy zachowuje bowiem istnienie elementu najwigkszego).

Podobnie nietrudno wykazaé prawdziwosé kolejnych uwag:

UwWAGA 3

2-w#w-2

UwAGA 4
Dodawanie i mnozenie liczb porzgdkowych nie jest zgodne z porzgdkiem.

Pokazuja to ponizsze przyktady:

PrzZYKrAD 3
1+w=2+w.

Gdyby natomiast dodawanie bylo zgodne z porzadkiem, to z faktu, iz 1 < 2,
dostalibysmy, ze 1 +w < 2 4 w, co jest sprzeczne z powyzsza réwnoscia.

PRrRZYKEAD 4
l-w=2-w.

Podobnie jak wyzej, przyktad ten dowodzi, Zze mnozenie liczb porzadkowych nie
jest zgodne z porzadkiem.

Natomiast uzasadnieniem faktu, iz nie zachodzi prawo rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania, moze by¢ przyklad nastepujacy:

PRZYKLAD 5
1I+1) w#l w+l-w

W roku 1906 Gerhard Hessenberg podal inne definicje dzialan na liczbach
porzadkowych. Dzialania te wlasnos¢ przemiennoéci posiadaja. Nazywamy je
suma naturalna i iloczynem (produktem) naturalnym liczb porzadkowych. Aby je
przedstawi¢, potrzebne bedzie nam jednak ponizsze twierdzenie, przedstawione w
roku 1897 przez George Cantora.
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TwiIERDZENIE 1 ([I], s. 133. Twierdzenie Cantora o postaci normalnej)
Jesli « i B sq liczbami porzgdkowymi, przy czym o« > 1 oraz 8 > 0, to liczbe B
mozna w sposob jednoznaczny przedstawic w postaci:

B=a" do+ - +a’ g,

przy czym Yp—1 < - <y oraz 0 < §; < a dla kazdego i < k < w.

Postac¢ te nazywamy rozwinieciem liczby B przy podstawie a.

UWAGA 5
Liczba porzgdkowa 8 = w? + w - 7+ 13 w rozwinieciu przy podstawie 2 ma postac:

B=2v2 42942 4 owtl L 9w 4 93 4 92 4 90,

Dowod. Korzystajac z wlasnosci dzialan na liczbach porzadkowych, méwia-
cych miedzy innymi, ze 2% = w, dostajemy: w? = (2¥)? = 2«2

W-T=2%-T=2%. (442+1)=2% 4 429.24 2% =2wT2 4 gwtl 4 ow,

Oczywiécie réwniez 13 = 23 422 + 29, Sumujac, otrzymujemy ostatecznie prawdzi-
wos¢ rownosci w uwadze.

Korzystajac z twierdzenia Cantora o postaci normalnej liczby porzadkowej,
natychmiast otrzymujemy prawdziwo$¢ ponizszego wniosku:

WNIOSEK 1
Jesli B jest liczbg porzqdkowq i 5 > 0, to mozna jg w sposéb jednoznaczny przed-
stawié w postaci:

B=w" 0o+ - +wr 16y,

przy czym Ye—1 < -+ <y oraz 0 < §; < a dla kazdego i < k < w.

Majac zatem dane dwie liczby porzadkowe « i 8, mozna je przedstawi¢ w postaci
rozwinieé¢ o podstawie w, o ktérych mowa w powyzszym wniosku. Uzupelniajac
te rozwiniecia potegami w ze wspoétczynnikami 0, dostajemy jednoznaczne przed-
stawienia liczb « 1 8 w nastepujacej postaci:

a:wnl.pl_i'_..._f_wnh.ph,

f=wm -q+-+w™ qn,

gdzie my > -+ > np, hypi,qs €Nji € {i, ..., h}.
Mozemy teraz przej$¢ do definicji sumy naturalnej i naturalnego iloczynu liczb
porzadkowych.

DEeriNiCcJA 8 ([9], s. 215)
Niech a, 8 beda liczbami porzadkowymi i niech

a=wm pi+-+w ppB=w" g+ + W™,
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gdzie ny > -+ >y oraz h,p;,q; € Nyi € {i,...,h}.
Sumg naturalng liczb porzedkowych a i f nazywamy liczbe

a®B=gwh -(pr+aq)+-+w" - (pn+aqn).

Tloczynem naturalnym liczb porzgdkowych « i f nazywamy liczbe

a®B=q Y, W pg;
1<i,j<h

przy czym suma ta jest uporzadkowana malejaco wzgledem wyktadnikow potegi w.

PRZYKEAD 6
wW+1) o W +2) =w® . 1.1+ .1.140%0.1.240%0.1.2 =
Wiel+w? 14w 2400 2=wd+w+w-2+2.

UWAGA 6
Suma naturalna © iloczyn naturalny liczb porzedkowych sq dzialaniami przemien-
nyms.

Dowéd. Niech «, 8 beda liczbami porzadkowymi i niech
a=wh pi+-+w ppB=w" g+ + W™,

gdzie 1 > -+ > np, oraz h,p;,q; € Nyi € {i,...,h}.
Woéwczas:

a@ﬂ =M '<p1+CJ1)+' . "H/Jnh'(]?h‘FQh)- =M '(Q1+p1)+' . .+w’7h.<qh+ph) = 5@@,

Korzystajac z udowodnionej wyzej przemiennosci sumy naturalnej, dostajemy réwniez:

a®f= E R E Wl gipi = B O a.
1<i,j<h 1<i,j<h

3. Konstrukcja liczb surrealnych

Przedstawiona zostanie teraz konstrukcja liczb surrealnych wedtug ksiazki
Harry’ego Gonshora [7]. W jego koncepcji liczbami surrealnymi sa funkcje, ktérych
dziedzinami sa dowolne liczby porzadkowe a przeciwdziedzina jest zbiér dwuele-
mentowy {4+, —}. Liczby surrealne sa zatem ciagami znakéw + i — o dowolnej
dtugosci.

DEFINICIA 9 ([7], s. 3)
Liczba surrealna a to funkcja, ktorej dziedzina jest pewna liczba porzadkowa c,
przeciwdziedzing za$ zbiér {+, —}, tj.

a:a — {+,—}.
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Warto tutaj dodac¢, ze w miejsce znakéw -+, — mozna przyjac inne obiekty, na
przyklad +1, —1, przyjmujac tylko, jak zaraz zobaczymy, ze pierwszy z nich jest
wiekszy, za$ drugi mniejszy od 0.

PRZYKEAD 7
Niech a =4, tj. a ={0,1,2,3}. Niech

a:{0,1,2,3} = {+,-}

bedzie taka funkcja, ze: a(0) =+, a(l) = —, a(2) =+, a(3) = +.
Funkcje a zapisujemy w skrécie jako ciag (+ — ++).

Fakt, ze liczba a jest liczba surrealna, bedziemy zapisywaé jako a € S. Jak juz
wyzej pisatem, klasa liczb porzadkowych jest klasa wtasciwa. Ponadto dla kazdej
liczby porzadkowej «, funkcja stala a:a — {+} jest liczba surrealna. Wynika
stad, ze uniwersum wszystkich liczb surrealnych tworzy klase wlasciwa, tzn. nie
jest zbiorem.

Dla dalszych rozwazan wygodnie bedzie przyja¢ definicje dlugosci liczby sur-
realnej i jej przedzialu poczatkowego.

DEeriNicIA 10 ([7], s. 3)
Dlugoscig liczby surrealnej a nazywamy dziedzine funkcji a. Diugo$é liczby surre-
alnej a bedziemy oznaczaé¢ symbolem [(a).

Taka definicja jest bardzo naturalna, co pokazuje przyklad[f} dziedzina funkeji
a jest liczba 4, taka sama jest réwniez dlugo$é ciagu (+ — ++).

DEFINICIA 11 ([7], s. 3)
Przedzialem poczgtkowym liczby surrealnej a, ktérej dziedzing jest liczba porzad-
kowa «, nazywamy zaciesnienie a,, gdzie v < a.

PRZYKLAD 8
Niech a = (4 + ——). Przedzialami poczatkowymi liczby a sa liczby: a9 = (),
ajp = (+), apg = (++), a3 = (+ + —) oraz a.

Liczba (), ktora pojawila sie w powyzszym przykladzie, jest funkcja pusta.
Jest ona réwniez nazywana sekwencjq pustq i oznaczana czasem przez ().

Przechodzimy teraz do okreslenia relacji porzadku na liczbach surrealnych.
Pierwsza trudno$¢ na jaka tu trafiamy to ta, ze liczby surrealne moga mie¢ rézne
dziedziny. Jezeli liczby surrealne a i b sa tej samej dlugosci (a wiec ich dziedziny,
odpowiednio « i 8, sa réwne), to poréwnujemy je, biorac pod uwage porzadek
leksykograficzny, przyjmujac, ze — < +. Jezeli liczby a i b sa réznej dtugoscei,
to, poniewaz ich dziedzinami sa liczby porzadkowe, ktore mozemy poréwnywad,
przyjmujemy konwencje, ze: jesli a < f, to liczbe a przedluzamy w ten sposéb, ze
a(¢) =0dla a < ¢ < 8, przyjmujac jednoczesnie, iz — < 0 < +.
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DEFINICIA 12 (7], s. 3)
Niech a, b beda liczbami surrealnymi okreslonymi na tej samej dziedzinie. Porzgdek
miedzy liczbami a i b definiujemy nastepujaco:

a<beqg aly) <b(y), gdziey=min{(:a(() # b(()},
przyjmujac réwniez: — < 0 < +.

Tak zdefiniowany porzadek jest liniowy.

PRZYKEAD 9
Niecha = (+-),b=(+),c=(++—),d=(—++), e = (— + —). Wtedy, na
podstawie definicji porzadku, otrzymujemy:

(—+-)<(=+H) <HF-)<(H) < (++—).

W dalszym ciagu przedstawione zostana definicje dzialan na liczbach surreal-
nych: dodawania i mnozenia. Maja one charakter indukcyjny: aby poznaé¢ wynik
dziatan na danych liczbach surrealnych, nalezy zna¢ wynik dziatan na liczbach sur-
realnych o krétszej dtugosci. W celu zdefiniowania takich dziatan potrzebny bedzie
spos6b utozsamiania kazdej liczby surrealnej ze zbiorami liczb o krétszej dlugosci,
a takze odwrotnie: sposéb przedstawiania zbioréw liczb surrealnych, spelniaja-
cych pewne warunki, w postaci jednej liczby surrealnej. Mdwia o tym ponizsze
twierdzenia:

TWIERDZENIE 2 ([7], S. 4)
Niech L i R bedg zbiorami liczb surrealnych spelniajgcymi warunek:

Va7besa€L/\b€R:>a<b.

Wowczas istnieje doktadnie jedna liczba surrealna c, o najmniejszej dlugosci, spet-
niajgca warunek:

Vabes a E LADER=a<c<b. (1)
Ponadto, dla dowolnej liczby surrealnej s, spelniajgcej warunek:
VaeLVoer a < s < b, (2)
liczba c jest jej przedziatem poczgtkowym.

Liczbe ¢ z powyzszego twierdzenia oznaczamy jako L|R.

PrzYKEAD 10

Niech L = {(= 4+ ++),(+—)}, R = {(++), (+ + —)}. Wowczas L|R = (+). Inna
liczba lezaca miedzy L i R jest d = (+ — +—). Zgodnie z Twierdzeniem [2] liczba
L|R jest przedzialem poczatkowym liczby d.
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PrzykeAD 11
Niech L bedzie zbiorem wszystkich liczb surrealnych postaci (++ + -+ + ++),

n
n € NyaR = {(+++--)} zbiorem jednoelementowym. Liczba spelniajaca
—_——

w
warunki Twierdzenia jest liczba ¢ = (+++--- —).
—_———

w

TWIERDZENIE 3 ([7], s. 8)
Kazdg liczbe surrealng a, ktérej dlugo$é wynosi o, mozemy przedstawié jako L|R,
gdzie wszystkie elementy L U R majg dlugo$¢ mniejszqg niz o.

Zbiory L i R powstaja w nastepujacy sposéb: Do zbioru L naleza wszystkie
przedzialy poczatkowe liczby a, ktére sa mniejsze od liczby a. Analogicznie, do
zbioru R naleza wszystkie przedzialy poczatkowe liczby a, ktére sa wieksze od
liczby a. Takie przedstawienie liczby a nazywamy jej kanoniczng reprezentacjqg.

PRZYKEAD 12

Niech a = (+ + — + — — +) oraz L bedzie zbiorem wszystkich przedzialéw po-
czatkowych mniejszych od a, za§ R zbiorem wszystkich przedzialéw poczatkowych
wiekszych od a:

L={0.#),(++-),(++ -+ )L R={(++), ++—4), (++ -+ )}
Wéwezas a = L|R. Liczbe a mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci
a={(++—+ -+ -+ )}

Zanim przejdziemy do definicji dziatan, konieczne bedzie przyjecie kilku ozna-
czen i konwencji. Jesli @ = L|R jest kanoniczna reprezentacja liczby a, to dowolny
element zbioru L oznaczamy przez a”, natomiast dowolny element zbioru R ozna-

czamy przez a'f.

Oznaczmy réwniez pusta sekwencje () przez 0 oraz sekwencje (+) przez 1.
Przyjmujemy takze: {c+ 0} = 0 = {0 + d}, gdzie ¢ i d sa dowolnymi liczbami
surrealnymi.

DEFINICJA 13 ([7], s. 13)
Niech a i b beda liczbami surrealnymi. Sumg liczb a i b nazywamy liczbe:

a+b=4 {a" +0b,a+b"}{a® +b,a+b"}.

PRzYKEAD 13
Zgodnie z definicja dodawania otrzymujemy:

0+0=0[0+0/0={0+0,0+0}{0+0,0+0} =00 =0,
1+0={0}0+0[0={0+0,1+0}{0+0,1+0} ={0}|0 =1=(+),
1+1={0}0+{0}0={0+ 1,1+ 0}{0+ 1,1+ 0} = {1}|0 = {(-+)}0 = (++).
Liczbe (++) oznaczamy jako 2.
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W ten sam sposéb dodajemy réwniez:
1+w={0}0+1{0,1,2,...;n,.. H0={0+ 1,1+ 1,24+ 1,....n+1,...,w}l =
={1+0,1+1,14+2,...,14n,...,w}0={0,1,2,...,n,.. . }0 + {0} =w + 1.

DErFINICIA 14 ([7], s. 16)

Niech a bedzie liczba surrealna. Liczbg przeciwng do liczby a jest liczba powstala
przez zmiane wszystkich znakéw w zbiorze wartosci liczby a z plusa na minus
i odpowiednio z minusa na plus. Liczbg przeciwng do a oznaczamy —a.

PRZYKLAD 14
Niech a = (+++———+). Liczba przeciwng do a jest liczba —a = (———+++—).

DErFINICIA 15 ([7], s. 17)
Niech a i b beda liczbami surrealnymi. Iloczynem liczb a i b nazywamy liczbe:

ab =g45 {aPb + ab” — aTbL, aBb + ab® — aBbT}{a"b + ab® — aTbT, aFb + ab” — aTbl}.

Tak zdefiniowane liczby surrealne, wraz porzadkiem oraz dzialaniami dodawa-
nia i mnozenia, okazuja sie mie¢ bardzo porzadne wlasnosci. Okazuje sie bowiem,
ze prawdziwe jest ponizsze twierdzenie:

TWIERDZENIE 4 ([7], s. 19, 22)
Liczby surrealne, wraz z dzialaniami sumy i mnozenia oraz z porzgdkiem na tych
liczbach, tworzg cialo uporzgdkowane.

4. Podklasy liczb surrealnych

Ostatnia czes¢ pracy poswiecona bedzie wskazaniu pewnych podklas liczb
strukturalnych, zawierajacych zaréwno liczby rzeczywiste, jak i liczby porzadkowe.
Zaczniemy od najprostszych struktur, dzieki nim bedziemy mogli wskazaé¢ takie
liczby surrealne, ktore beda odpowiadatyby liczbom rzeczywistym.

TWIERDZENIE 5 ([7], s. 27-28)
Liczba naturalna n ma postaé (++ +---).
N——

n
Ujemna liczba calkowita —n ma postaé (— — —---).
——

n

Punktem wyjscia konstrukcji liczb rzeczywistych sa zazwyczaj liczby catkowite.
W tradycyjnym podejsciu dzieki nim buduje sie liczby wymierne, a w dalszej ko-
lejnodci liczby rzeczywiste. W przypadku liczb surrealnych jest inaczej. Nie kon-
struuje sie liczb wymiernych, lecz jedynie pewien ich podzbiér. Liczby diadyczne,
bo o nich tu wlagnie mowa, sa jednak (podobnie jak ma to miejsce w przypadku
liczb wymiernych) geste w uporzadkowanym ciele liczb rzeczywistych. Moga zatem
postuzy¢ do konstrukeji tychze liczb.

DEFINICJA 16

Liczbg diadyczng nazywamy liczbe postaci 5, gdzie a € Z, n € N.
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TWIERDZENIE 6 ([10], s. 9)

Zbidr liczb diadycznych jest gesty w (R, +,-,0,1, <), tzn.

a

on
Kazda liczbe surrealna o skonczonej dlugoéci mozna mozna jednoznacznie

utozsamié z pewna liczba diadyczna.

Majac dang liczbe surrealna d, stosujemy nastepujacy algorytm szukania odpowiada-

jacej jej liczby diadycznej:

Niech I(d) = m+n, gdzie m jest liczba znakéw, ktére w ciagu d sa na jego poczatku

takie same. Wowczas

Vo,yerTaezInen £ <y = & < — <.

m+n—1

d= Z% b(i),

gdzie b(i) zdefiniowane jest w spos6b nastepujacy:
b(i) =1, jezeli i < m oraz d(i) = +;
(i) = —1, jezeli i < m oraz d(i) = —;
b(i) = so—mrrys Jezeli i > m i d(i) = +;
(i) = — 3=y, jezeli i > m i d(i) = —.

PRZYKLAD 15
Niech d = (+ + — + ——). Woéweczas I(d) = 6 oraz m = 2, n = 4. Na mocy
powyzszego algorytmu otrzymujemy b(0) = 1, b(1) = 1, b(2) = —1, b(3) = +1,
b(4) = —%, b(5) = —15. Stad dostajemy liczbe:

1 1 1 9 25

1
=l+l—cH-—c——=1—==
e TS AT

a liczba ta jest oczywiscie liczba diadyczna.

Majac z kolei dana liczbe diadyczna, odpowiadajacej jej liczby surrealnej szukamy,
stosujac nastepujacy sposob:

Wystarczy ograniczy¢ sie do liczb z przedziatu (0, 1), gdyz pozostale beda kon-
struowane poprzez dodanie na poczatek odpowiedniej liczby pluséw (w przypadku
liczb dodatnich wiekszych badz réwnych 1) lub poprzez odwrécenie znakéw (w przy-
padku liczb ujemnych). Niech zatem d bedzie liczba diadyczna i d € (0,1). Kazda
takg liczbe mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

m
d= on gdzie m < 2" oraz m jest nieparzystg liczbg catkowitg,

a tym samym w postaci 1 — % + i R 2% Wystarczy teraz pozostawi¢ z tego

wyrazenia wylacznie znaki, poprzedzajac je dodatkowym plusem. W ten sposob

otrzymamy ciag odpowiadajacy szukanej liczbie surrealnej. Pokazuje to ponizszy

przyktad:

PRZYKEAD 16
Niech d = 22. Wéwezas

32
32-16+8+4—-2—1 11 1 1 1
- =l—cH-Fo————.

d 32 2 4 8 16 32
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Otrzymujemy zatem liczbe surrealng (+ — + + ——).

Przechodzimy teraz do wyrdznienia w klasie liczb surrealnych takich liczb,
ktore mozemy utozsamiaé z liczbami rzeczywistymi.

DErFINICIA 17 ([7], s. 33)
Rzeczywistq liczbg surrealng nazywamy taka liczbe surrealna a, ktéra ma albo
skoniczong dlugosé (jest liczba diadyczna), albo spelnia oba ponizsze warunki:

1. ma dtugo$é¢ w

2. jest taka sekwencja pluséow i minuséow, w ktérej nie istnieje miejsce, od
ktorego bylyby w tej sekwencji same plusy lub same minusy. Innymi stowy
- ciag ten nigdy sie nie stabilizuje, co mozna réwniez zapisa¢ w postaci
nastepujacego warunku:

Vo Ini,me M1 > N Ang >ng Aa(ny) =+ Aa(ng) = —.

Zbior tak zdefiniowanych obiektéw okazuje sie byé zamkniety na dziatania
dodawania i mnozenia oraz operacje elementu odwrotnego (spelnia wiec aksjomaty
podciata ciala liczby surrealnych). Co wiecej, dowolny, niepusty i ograniczony
z gory zbior liczb rzeczywistych surrealnych ma kres gérny. Prawdziwe jest zatem
nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 7
Rzeczywiste liczby surrealne tworzq ciato uporzedkowane w sposob ciggly.

Liczby te sa zatem izomorficzne z dowolnym ciatem liczb rzeczywistych (por. [2],
s. 23-24). Ale liczby surrealne to jednak nie tylko liczby rzeczywiste. Wéréd
nich wyréznia sie¢ réwniez wiele innych obiektow. Istotna role odgrywaja te, ktére
mozna utozsamiaé z liczbami porzadkowymi.

DEFINICJA 18 ([7], s. 41)
Liczbe surrealng a, ktérej dlugo$é wynosi «, spelniajaca warunek

a:a— {+},
nazywamy porzgdkowq liczbg surrealng.

Poniewaz liczby te naleza do ciala liczb surrealnych, to oczywistym jest, ze do-
dawanie ich i mnozenie spelnia miedzy innymi warunek przemiennosci. Dziatania
na tych liczbach nie zawsze daja zatem taki sam wynik jak dodawanie i mnozenie
tradycyjnych liczb porzadkowych. Co ciekawe, prawdziwe jest jednak nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE 8 ([7], s. 42; [I1] s. 55-58)
Niech a, B bedq dowolnymi liczbami porzedkowymi. Wowczas

a+6:a@ﬂa
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- ﬁ =a0® 67
gdzie + i - sq sumq i iloczynem liczb surrealnych zdefiniowanymi w definicji [13

i[18, za$ ® i ©® sq sumg naturalng i produktem naturalnym liczb porzqdkowych
zdefiniowanymi w definicji[§

Co wiecej, na porzadkowych liczbach surrealnych mozna wykonywaé rézne
inne dziatania. Pokazuje to ponizszy przyktad:

PrzYKrAD 17 ([II], s. 61-64)

ew—-n=(+++-———--- );
——
o%:(+++ ......... );
° l:(—1——__..);
(S
2 .
o = (+———-+);

W uzasadnieniu powyzszych réwnosci pokazuje sie, ze, korzystajac z dziatan
na liczbach surrealnych, otrzymujemy:

o Ww—n+n=uw;

w 1, LW w oW .
e =5 w,lub2- 9 =wlub § + % =w;
o L.w=1;

w

1,1 _ 2.

.w+w_w’

Vi Vw = w.

W powyzszym tekscie przedstawione zostaly wytacznie podstawowe informa-
cje na temat liczb surrealnych. Do tej pory staly sie one przedmiotem o wiele
wigkszej iloSci analiz, niz ma to miejsce w tym artykule (najnowsze wyniki doty-
czace liczb surrealnych mozna odnalezé w [5],[6]). Wlasnosci tych liczb powoduja,
ze badanie ich moze przyniesé¢ wiele interesujacych wynikéw, dotyczacych nie tylko
liczb surrealnych samych w sobie, ale rowniez innych matematycznych obiektow,
jak ciala uporzadkowane czy liczby porzadkowe.
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