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Agnieszka Kowalska

O poszukiwaniach najlepszego wyktadnika

Streszczenie. W 1889 roku A. Markov udowodnit, ze dla kazdego wielomi-
anu p jednej zmiennej sup,e(_y ) [p'(@)] < (degp)?sup,e(_y.y [p(@)]. Po-
nadto wyktadnik 2 w tej nieréwnoéci jest najlepszy mozliwy. Nieréwnosé
ta i jej uogélnienia nadal stanowigca przedmiot zainteresowania matem-
atykéw. Zaprezentujemy wybrane wyniki badan dotyczacych wielowymi-
arowej nieréwnosci Markowa i stycznej nieréwnoéci Markowa. W szczegdl-
nosci podamy przyktady zbioréw, ktore spetniaja jedna z tych nieréwnosci
z optymalnym wyktadnikiem.

Abstract. In 1889 A. Markov proved that for every polynomial p in one vari-
able sup,c(_q 1) [P/ (#)] < (deg p)? SUp,¢(—1,1) [P(x)]. Moreover the exponent 2
in this inequality is the best possible. Markov’s inequality and its generaliza-
tions are still the subject of many investigations. We present some results of
research on the multivariate Markov inequality and tangential Markov ine-
quality. We give examples of sets that admit one of these inequalities with
sharp exponent.

1. Wstep

Osoby niezajmujace sie matematyka czesto uwazaja, ze jest to dziedzina,
w ktorej wszystko zostalo juz odkryte. Tymczasem matematycy ciagle poszukuja
rozwigzan réznych probleméw, czasem $cidle zwiazanych z zastosowaniami, a cza-
sem zupelnie teoretycznych. Staraja sie, zeby te rozwiazania, o ile istnieja, byly
mozliwie najlepsze. Pytania nieustannie stawiane przez naukowcow sprawiaja, ze
matematyka to niekonczace si¢ wyzwanie. Jednym z takich zagadnien jest niewat-
pliwie badanie uogélnienn nieréwnosci Markowa. Jest to nieréwnosé, ktéra podaje
oszacowanie pochodnej wielomianu na przedziale [—1, 1] za pomoca stopnia wielo-
mianu i normy supremum tego wielomianu. Nieréwnosé ta ma wiele zastosowan
w réznych zagadnieniach matematyki i fizyki. Zostata miedzy innymi wykorzy-
stana w dowodzie Twierdzenia Bernsteina, ktére dotyczy aproksymacji funkcji
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ciaglych wielomianami ([27, str. 95]). Do najbardziej znanych zastosowan pra-
ktycznych tej nieréwnosci podanych w [28] zaliczyé mozna: minimalizacje czasu
odpowiedzi wzmacniacza, zdolnoé¢ rozdzielcza przyrzadu optycznego oraz $rednice
plamki swiatta rozproszonego przyrzadu optycznego. Wiecej na temat klasycznej
nieréwnoséci Markowa i pewnych jej uogélnien w przypadku jednowymiarowym
mozna znalezé przykltadowo w [2I]. Oprécz nieréwno$é Markowa znane sa inne
klasyczne nieréwnoéci dla pochodnych wielomianéw. Najbardziej zwigzane z te-
matyka tej pracy sa nieréwnosci Bernsteina dla wielomianéw trygonometrycznych
i algebraicznych oraz nier6wno$é Schura. W monografii [8] znalezé mozna wiele
ciekawych informacji na temat tych i innych nieréwnosci tego typu. Badania
nieréwnoéci typu Markowa i Bernsteina sa $Scisle zwiazane z problemami bardzo
interesujacej dziedziny matematyki - teorii aproksymacji (zob. [13], [27]). Badania
uogolnien klasycznych nieréwnosci dotyczyly w szczegdlnoéci wielowymiarowego
odpowiednika nieréwnoéci Markowa i poszukiwania najlepszego wyktadnika w tej
nieréwnoéci, zwanego wykladnikiem Markowa. Obecnie nieréwnos¢ ta nadal jest
uogdlniana na wiele réznych sposob6éw, miedzy innymi prowadzone sg badania
dla krzywych i podrozmaitoéci w R (Bos, Brudnyi, Levenberg, Milman, Tay-
lor, Totik, Baran, Plesniak, Kosek, Coman, Poletski, Gendre); dla zbioréw Julii
(Kosek); w przestrzeniach Banacha (Sarantopoulos, Harris, Mutioz, Baran); w nor-
mach LP (Tamarkin, Hille, Szegd, Goetgheluck, Baran, Sroka); w strukturach
o-minimalnych (Ple$niak, Pierzchala). Wigcej informacji na temat badan prowa-
dzonych w zwiazku z r6znymi uogélnieniami nieréwnosci Markowa, w szczegdlnosci
obszerng literature dotyczaca tych zagadnien, znalez¢é mozna w pracach przegla-
dowych jednego z najwybitniejszych specjalistéw z tej dziedziny (zob. [25], [26],
[29]). W tej pracy zajmiemy sie krétkim omdwieniem uogdlnienia nieréwnosci
Markowa dla podrozmaitosci, czyli stycznej nieréwnos$ci Markowa. W szczegol-
noéci podamy przyklady krzywych spelniajacych te nieréwno$¢ z optymalnym
wykladnikiem.

2. Klasyczna nieréwno$¢ Markowa

Klasyczna nieréwnos¢ Markowa zostala wykazana w zwiazku z badaniami
slawnego rosyjskiego chemika. W 1887 roku Dmitrij Iwanowicz Mendelejew (1834—
1907) pokazal, ze zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

TWIERDZENIE 1
Dla kazdego wielomianu P € R|x] stopnia drugiego mamy

sup{|P'(z)|:x € [-1,1]} < 4sup{|P(z)|:x € [-1,1]}.

Nier6ownos¢ te wykorzystal w badaniach nad ciezarem wlasciwym roztworu w za-
leznosci od stezenia substancji rozpuszczane;j.

Matematycy uznali spostrzezenie Mendelejewa za interesujace i od lat zadaja
pytania zwiazane z tym oszacowaniem. Oto podstawowe:

(P1) Cgzy stala 4 jest najmniejsza mozliwa, czyli optymalna?

(P2) Czy podobne oszacowanie jest prawdziwe dla wielomianéw dowolnego stop-
nia?
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(P3) Czy dla wielomianéw dowolnego stopnia da si¢ podaé oszacowanie opty-
malne?

(P4) Czy podobne oszacowanie jest prawdziwe dla innych zbioréw niz przedzial
[-1,1]?

Odpowiedzi na te pytania sa juz znane. Pytanie (P4) lezy u podstaw badan
réznych uogdlnien nieréwnosci Markowa, ktore stale trwaja i rozwijaja sie w roz-
nych kierunkach.

O tym, ze oszacowanie Mendelejewa jest optymalne, Swiadczy nastepujacy
przykitad:

PRZYKEAD 2
W celu wykazania, ze nierowno$¢ ta nie jest spelniona dla kazdego wielomianu ze
stala mniejsza niz 4, jest wskazanie wielomianu P, dla ktérego zachodzi réwnosé,
czyli

sup{|P’(z)|:x € [-1,1]} = 4sup{|P(z)|: z € [-1,1]}.

Rozwazmy wielomian P(x) = 222 — 1. Wtedy
sup{|P'(x)|:z € [-1,1]} = sup{|dz|:z € [-1,1]} = 4sup{|z|:z € [-1,1]} =4

oraz

sup{|P(z)|:x € [-1,1]} = max{P(-1), P(0), P(1)} = 1.
Pokazaliémy w ten sposéb, ze odpowiedZ na pytanie (P1) jest twierdzaca.

Odpowiedzi na drugie pytanie udzielil Andriej Andriejewicz Markow (1856—
1922).

TWIERDZENIE 3 (NIEROWNOSC MARKOWA 1889)
Dla kazdego wielomianu P € Rlx] mamy

1P l—1,1) < [deg PP[[Plli-1,1y,

gdzie || Pll[—1,1) = sup,e[_1 17 | P(2)]-

Zmanych jest kilka dowodéw tej nieréwnosci. Jeden z najciekawszych, wyko-
rzystujacy inna nieréwno$¢ wielomianowa — nieréwno$¢ Bernsteina dla wielomia
néw trygonometrycznych, znalezé mozna w [27].

Podobnie jak wczesniej, optymalnos¢ oszacowania w nieréwnosci Markowa
mozna wykazaé, wskazujac wielomiany, dla ktorych zachodzi réwnosé. Okazuje
sie, ze wlasnos¢ taka majg pewne szczegélne wielomiany, ktére w roku 1854 znalazt
Pafnutij Lwowicz Czebyszew (1821-1894), rozwiagzujac zadanie optymalizacji me-
chanizmu przenoszenia ruchu posuwistego ttoka w parowozie na ruch obrotowy
kot. Czebyszew rozwinat teorig tych wielomianéw.

Wielomiany Czebyszewa T, gdzie n € N mozna zdefiniowaé rekurencyjnie:

To(z) =1, T (z) = =z, To(z) =22T_1(x) — Th_a(z) dlan>2.



[88] Agnieszka Kowalska

Na przedziale [—1,1] mozemy zapisa¢ je w postaci trygonometrycznej: T, (z) =
cos(narccosz), x € [—1,1]. Wielomiany te okazaly si¢ bardzo przydatne w wielu
zagadnieniach matematycznych i fizycznych. Korzystajac z rekurencyjnej definicji
tatwo mozna obliczy¢ kilka pierwszych wielomianéw:

To(z) = 222 — 1, Ty(x) = 42 — 3z, Ty(x) = 82* — 82 — 1,

Ts(z) = 162° — 202° + 5z, Ty(z) = 3225 — 482" + 1827 — 1,
Tr(z) = 642" — 11225 + 5623 — Tz, Te(x) = 1282° — 25625 + 1602? — 3222 + 1.

Zmanych jest wiele ciekawych wlasnosci wielomianéw Czebyszewa. Ponizej pre-
zentujemy wybrane — najbardziej popularne lub przydatne w dowodzie optymal-
noéci nieréwnoséci Markowa.

1. Dla dowolnego n € N funkcja T;, jest wielomianem stopnia n o wspotczynniku
wiodacym 271,

2. Dla dowolnego n € N wielomian zn%lT n jest unormowanym wielomianem
stopnia n oraz dla dowolnego unormowanego wielomianu p stopnia n mamy

sup {

czyli wielomiany zn%lT n sa wielomianami, ktérych maksymalna warto$é na
przedziale [—1,1] jest najmniejsza spo$réd wszystkich wielomianéw unor-
mowanych tego samego stopnia.

1
3=t In(2)

e [_1,1]} < sup{[p(a)|:z € [~1,1]},

3. Jezeli n jest liczba parzysta, to wielomian T,, jest funkcja parzysta. Jezeli
n jest liczba nieparzysta, to wielomian T, jest funkcja nieparzysta.

4. Dla dowolnego n € N mamy sup{|T,(z)|:x € [~1,1]} = [T),(cos T)| = 1.
5. Dla dowolnego n € N mamy sup{|T,,(z)|:z € [-1,1]} = [T, (1)| = n?.

Dowdd wlasnoéci 2] wykorzystujacy nietrywialne twierdzenie o alternansie,
znalezé mozna w [27]. Dowody pozostalych wlasnosci moga byé prostym éwicze-
niem dla Czytelnika. Z wlasnosci[l],[4] i[5l wynika, ze

sup{|T;,(x)|:z € [~1, 1]} = (deg T)” sup{|T(2)|: 2 € [-1,1]},

czyli stata [deg P]? w nieréwnosci Markowa jest najmniejsza mozliwg stala.
Pozostaje pytanie dotyczace poszukiwan innych zbioréw majacych taka wlas-
nos¢. Naturalne jest pytanie, czy nieréwno$é Markowa jest prawdziwa dla dowol-
nego przedzialu domknietego [a,b] C R. Rozwazmy funkcje :[—1,1] — [a,d]
zdefiniowana wzorem ¢(t) = b_Tat—i— HT‘L. Wtedy dla kazdego wielomianu P € R|x]
zlozenie P o ¢ jest wielomianem tego samego stopnia co wielomian P. Ponadto

sup{[(P o @)(t)[:t € [-1,1]} = sup{|P(2)|:z € [a, b]}
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oraz

sup{|(P o ¢)'(t)|:t € [-1,1]} = sup{|P"(@(t))¢'(t)|:t € [-1,1]}

b—a

== sup{| P’ (z)|: x € [a, b]}.

Z tych rozwazan i twierdzenia [3] wynika nieréwno$é Markowa dla dowolnego
przedzialu domknietego w R.

TWIERDZENIE 4
Dla kazdego wielomianu P € Rlx] mamy

1P Nlfa,p) <

2
deg P)?||Pllja.s)-
——(deg P)?|| Pl
Otrzymalisémy zatem oszacowanie z dodatkowa stata M := ﬁ Zauwazmy,

ze stala ta zalezy tylko od przedziatu [a, b] i jest wlasciwa dla kazdego wielomianu.

3. Wpyktadnik Markowa

Nieréwnosé Markowa dla dowolnego przedziatu z pewng stala M moze suge-
rowa¢ wprowadzenie definicji wlasnosci ogdlnie réwniez dla podzbioréw przestrzeni
RY. W przypadku podzbioréw RY bedziemy badaé oszacowanie dla wielomianéw
N zmiennych i w zwiazku z tym szacowaé¢ norme gradientu wielomianu zamiast
pochodnej wielomianu jednej zmienne;j.

DEFINICJA 5 (WLASNOSC MARKOWA)

Moéwimy, ze zbiér zwarty £ C RY ma wilasnosé Markowa z wyktadnikiem m,
jesli istnieje taka dodatnia stala M zalezna tylko od zbioru E, ze dla dowolnego
wielomianu P € Rzq,..., 2] spelniona jest nier6wnosé

lgrad Pz < M (deg P)™(|P|| s,

2
oP

ij

1/2
> i|l-]lg jest norma
5=

N
gdzie grad P = (g,—ﬁ, ceey %), |grad P| = (Z
1

supremum na zbiorze F.

Definicja ta jest istotnie rozszerzeniem definicji dla przypadku jednowymia-
rowego. Zauwazmy, ze dowolny przedzial domkniety [a,b] C R, gdzie a < b, ma
wlasno$¢ Markowa z wykladnikiem 2. Definicje te mozna postawié¢ w przestrzeni
CV, ale w tym artykule ograniczamy sie do przypadku rzeczywistego. Latwo za-
uwazy¢, ze jesli zbior E ma wlasnosé Markowa z wykladnikiem m, to ma te wlas-
nos¢ z dowolnym wyktadnikiem wiekszym od m. Interesowacé nas bedzie poszuki-
wanie "najlepszego" wykladnika dla danego zbioru.

DEFINICJA 6 (WYKEADNIK MARKOWA)
Wyktadnik Markowa dla zbioru zwartego E C RY, ktéry ma wlasnoéé Markowa,
jest rowny

m(E) =inf{m >0 : E ma wlasno$é Markowa z wykladnikiem m}
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Jesli zbiér E nie ma wlasnosci Markowa, to przyjmujemy m(FE) = +oc.

Pojecie wykladnika Markowa dla zbioru zwartego w C™ zostalo wprowadzone
w [5]. Podano tam réwniez ciekawe fakty zwiazane z tym pojeciem w przypadku
rzeczywistym. W szczegdlnosci wiadomo, ze dla dowolnego zwartego podzbioru
E c RY wykladnik Markowa jest nie mniejszy niz 2. Ponadto, jezeli E jest zwar-
tym, wypuklym i tlustym (tzn. jesli domkniecie wnetrza tego zbioru jest réwne
temu zbiorowi) podzbiorem RY, to m(FE) = 2. Optymalna wersja nieréwnoéci
Markowa dla wypuklych, symetrycznych podzbioréw RY zostata wykazana w [I].
Dla wielu zbioréw wyktadniki Markowa sa znane. Ograniczymy sie do przypadku
rzeczywistego i zaprezentujemy wybrane przyklady. Rozpoczniemy od najbardziej
znanego zbioru, ktéry nie ma witasnoéci Markowa.

PrzykraD 7 ([32])
Rozwazmy zbiér E = {(z,y) e R? : 0 <z <1, 0<y<exp(—2)}U{(0,0)}.

Wtedy m(E) = oc.

Przyktad ten pokazal, ze zbiory z ostrzami mogg by¢ pozbawione wtasnosci
Markowa, ale poszukiwania zbiorow z ostrzami, ktére maja wlasnos¢ Markowa
trwaty nadal. Po 11 latach podano pierwszy przyktad takich zbiorow.

PrzykraD 8 ([15])
Niech B, = {(z,y) e R? : 0< 2z <1, 0<y<aP}, gdziep > 1.
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Wtedy m(E,) = 2p.

Przyklad ten stal sie inspiracja do badan wiasnosci Markowa na zbiorach
z ostrzami wielomianowymi, prowadzonych w latach osiemdziesigtych ubieglego
wieku przez Pawluckiego i Ple$niaka ([23]). Zaowocowaly one bardzo ciekawymi
rezultatami, ktére lacza ze soba rézne pozornie odlegle dzialy matematyki (zob.
[25], [29], [26] gdzie oméwione sa precyzyjnie te wyniki). W [24] podane zostalo
twierdzenie 3.3 wyjasniajace role zbioréw z wltasnoscia Markowa poprzez podanie
warunkéw rownowaznych z wlasnoscia Markowa dla klasy tzw. zbioréw C*° de-
terminujacych.

DEFINICIA 9
Zbiér zwarty E C RN nazywamy determinujgcym dla funkcji klasy F C C*°(RN),
gdy dla kazdej funkcji f € F zachodzi

fle=0=Dflp =0 VacZf,
. ay+Fa
gdzle Daf = M.
W szczegdlnosci, gdy F = C®(RY), to méwimy, ze E jest determinujgcy dla
funkcji klasy C* lub C* determinujgcy.

Wiadomo, ze jedli zwarty podzbiér RV ma wtasnosé Markowa, to musi byé C*>
determinujacy ([24, Remark 3.5]). Problem, czy kazdy zwarty, C* determinujacy
podzbiér RY ma wlasnosé Markowa, pozostaje nierozwigzany.
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Znane sa réwniez przyklady zbioréw z wlasnoscig Markowa i z ostrzami, ktére
nie sa typu wielomianowego.

PrzYKrAD 10 ([19])

Niech K, = {(z,y) € R? : 0 <2 <1, filx) <y < folx)}, gdzie fi1, fo
funkcje ciagle na przedziale [0, 1], stale na przedziale [%, 1] oraz dla 0 < z < %
zachodza réwnoéci fi(z) = z%(—Inz) i fo(z) = 22%(—Inz), gdzie o > 2 jest
liczba wymierna.

Zbiory K, to przyklady zbioréw, ktére sa zwarte i tluste, w punkcie (0,0)
maja ostrze, ktére nie jest wielomianowe, a mimo tego maja wtasnos¢ Markowa
i m(Ka) < 4k +2, gdzie a = % k,1 sa wzglednie pierwszymi, dodatnimi liczbami
naturalnymi.

Kolejny przyklad pokazuje, ze wykladnik Markowa zbioru E moze nie by¢
najmniejszym wykladnikiem, z ktérym zbiér ma wlasnos¢ Markowa.

PrzykrAD 11 ([3])
Niech

B={(z,y) eR* : |z| <1, |yl <o(l-]z])},

gdzie p(t) =t (1+1n %)_1, te[0,1].
Zbiér B ma wlasno$¢ Markowa i m(B) = 2, ale zbiér B nie ma wilasnosci
Markowa z wykladnikiem 2.

4. Styczna nieréwnos¢ Markowa

Zaproponowane w poprzedniej sekcji uogdlnienie wlasnoéci Markowa nie jest
ciekawe dla zbioréw algebraicznych, czyli zbioréw zer wielomianéw. Dla takich
zbioréw nie uda sie wykaza¢ wlasnoéci Markowa, bo dla wielomianu definiujacego
dany zbiér nie mozna wykazaé takiej nieréwnosci. Zobrazujemy to na prostym
przykladzie.

PRZYKEAD 12

Rozwazmy okrag jednostkowy E = {(z,y) € R? : 224+9%—1 = 0}. Dla wielomianu
P(z,y) = 22+ y* — 1 mamy ||P||z = 0 i |grad P| = |(2z,2y)| = 4y/22 + y2. Stad
lerad P||g = 4. Oczywiscie nie da sie wskazaé takiej stalej M, dla ktérej 4 < M -0,
wiec okrag nie ma wtasnosci Markowa.
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Analogicznie bedzie w przypadku innych niepustych zbioréw algebraicznych,
wystarczy rozwazy¢ wielomian definiujacy dany zbiér. Ogdlnie zaden zwarty
podzbiér zbioru algebraicznego w RN nie jest determinujacy dla wielomianéw,
a tym bardziej nie jest C*° determinujacy, wiec nie spelnia warunku koniecznego
dla wtasnosci Markowa. Ponadto, jesli zbiér nie jest determinujacy dla wielo-
miandéw, to musi byé zawarty w pewnym zbiorze algebraicznym. Mozna bytoby
uznaé, ze temat wlasnoéci Markowa dla zbioréw algebraicznych jest zamkniety,
ale okazalo sie, ze dla tych zbioréw mozemy rozwazaé inne ciekawe uogélnienie
nieréwnosci Markowa i wspomnianej we wstepie Nieréwnosci Bernsteina dla wielo-
mianéw trygonometrycznych.

TWIERDZENIE 13 (NIEROWNOSC BERNSTEINA)
Dla kazdego wielomianu trygonometrycznego T o wartosciach rzeczywistych lub
zespolonych zachodzi nieréwno$é

17"l < [deg T T|r-

Nieréwnosci wielomianowe na zbiorach algebraicznych wiaza sie z zagadnie-
niami aproksymacyjnymi dla takich zbioréw i korzeniami siegaja pionierskich prac
Ragozina, z poczatku lat siedemdziesiatych XX wieku ([30] i [31]). Prace Ragozi-
na zostaly odkryte przez Autoréw [12], co zdecydowanie rozwinelo aproksymacje
na zbiorach algebraicznych. Kluczowa obserwacja bylo, ze jesli P(z,y) jest wielo-
mianem dwéch zmiennych stopnia n, to T'(6) = P(cos6,sin@) jest wielomianem
trygonometrycznym stopnia n. Korzystajac z Twierdzenia otrzymamy zatem

|(—sin ) Dy P(cos 0, sin 8) + cos 0Dy P(cos 6, sin 0)| = | D, P(cos 6, sin 0)|
n||P(cos @, sin 0)||r
= n||Plls1,

IN

gdzie S! jest okregiem jednostkowym w R?, a v = (—sin @, cos #) jest wektorem sty-
cznym do S! w punkcie (cos@,sin ). Tak zinterpretowana nieréwnos$é Bernsteina
jest szczegblnym przypadkiem nastepujacej sytuacji.

DEFINICJA 14 (STYCZNA NIEROWNOSC MARKOWA)

Moéwimy, ze zbiér zwarty K C RY spelnia styczng nieréwnosé Markowa z wyktad-
nikiem [, jesli istnieje taka dodatnia stata M, zalezna tylko od K, ze dla kazdego
wielomianu P € R[zy,...,zy] spelniona jest nastepujaca nieréwnosé:

ID7Pllx < M(deg P)'|| Pl

gdzie D1 P oznacza pochodng wielomianu P w kierunku dowolnego wektora jed-
nostkowego ze stozka stycznego do K.

Stozek styczny definiujemy w nastepujacy sposéb:

DEFINICJA 15 (STOZEK STYCZNY) o
Niech K C RYN. Wektor v € RN nazywamy stycznym do K w punkcie a € K, jesli
istnieja takie ciagi punktéw @’/ € K i dodatnich liczb ¢;, ze

lma’ =a 1 lim t;(a? —a)=w.
J
Jj—o0 Jj—oo
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Zbior wszystkich takich wektoréw stycznych nazywamy stozkiem stycznym do
K w punkcie a.

Styczna nierownos$é Markowa zostata wykorzystana do uzyskania nastepujacej
charakteryzacji podrozmaitosci algebraicznych:

TWIERDZENIE 16 ([10])

Niech K bedzie podrozmaitoscig klasy C w RN. Wtedy K spelnia styczng
nierownosé¢ Markowa z wykladnikiem 1 wtedy i tylko wtedy, gdy K jest zbiorem
algebraicznym.

Dla rozmaitoéci semialgebraicznych klasa C*° oznacza, ze K nie moze mieé
punktéw osobliwych. Autorzy podali rowniez przyklady krzywych, ktore spel-
niaja styczng nieréwnosé Markowa z optymalnym wykladnikiem wigkszym od
1, i przyktady krzywych, ktore nie spelniaja tej nieréwnosci.

PrzykraD 17 ([11])
Rozwazmy krzywe 7, zadane réwnaniem y = 2", 0 <z <1, gdzier e Rir > 1.
Wtedy:

e Dlar = %, gdzie p, q takie dodatnie liczby naturalne, ze g > p, krzywa 7,
spelnia styczna nieréwno$é Markowa z optymalnym wyktadnikiem réwnym
2p.

e Dla niewymiernego parametru r krzywa -, nie spelnia stycznej nieréwnosci
Markowa.

Ponadto Baran i Plesniak w [6] i [7] rozwiazali problem charakteryzacji zbioréw
semialgebraicznych w klasie zbioréw subanalitycznych za pomoca innego uogdél-
nienia nieréwnoéci Bernsteina i niezwykle pomystowej modyfikacji pojecia parame-
tryzacji analitycznej, ktéra rozwiazywala np. problem brzegu rozmaitosci.

Mozna bylo przypuszczaé, ze styczna nieréwno$¢ Markowa nie zachodzi na
zbiorach, ktére nie sa semialgebraiczne. Hipoteza ta jest jednak falszywa, w [9] wy-
kazano styczna nieréwnos¢ Markowa z wyktadnikiem 4 dla pewnych krzywych
eksponencjalnych.

Dosé dlugo nie byto wiadomo, czy krzywe z osobliwosciami spelniajg styczna
nier6wno$¢ Markowa. W 2005 roku Gendre ([14]) pokazal, ze dowolna krzywa
algebraiczna z osobliwosciami spelnia styczna nieréwnosé Markowa z wyktad-
nikiem zaleznym od rodzaju tej osobliwosci. Dowdd tego faktu, ze wzgledu na
wykazanie tej zaleznosci, jest do$é¢ skomplikowany. Prostszy dowdd samej stycz-
nej nieréwnosci Markowa dla krzywych (semi)algebraicznych, z pominieciem za-
leznosci wykladnika od krotnosci osobliwosci wykorzystujacy twierdzenie Barana
i Pleéniaka, znalezé mozna w [20]. Z twierdzenia wykazanego w tej pracy wynika,
ze krzywa o réwnaniu y? = (1—22)3 spetnia styczna nieréwnogé Markowa z wyktad-
nikiem 2.
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Podana krzywa ma parametryzacje ¢(t) = (cost,sin®t), t € [0,27] i dwa
punkty osobliwe (czyli takie, dla ktérych ¢'(t) = (0,0)). Punktami tymi sg
(1,0) i (—=1,0). Przykladowo dla punktu (1,0), aby wyznaczy¢ wektor styczny,
rozwazamy inng parametryzacje ¢i1(t) = (cosv/t,sin®+/1), t € [0,27]. Wtedy
}i_r}r(l) o1 () = (—1/2,0) i w zwiazku z tym jednostkowy wektor styczny w punkcie
(1,0) ma wspdlrzedne (—1,0). Zatem dla dowolnego wielomianu P pochodna
kierunkowa w kierunku jednostkowego wektora stycznego w punkcie (1,0) jest
rowna —%. Rozwazajac zdefiniowane wyzej wielomiany Czebyszewa i korzysta-
jac z tych samych wlasnosci, ktore zostaly wykorzystane w dowodzie optymalnosci
klasycznej nieréwnosci Markowa, mozna wykazaé, ze wyktadnik 2 jest optymalny.
W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze asteroida spelnia styczna nieréwnosé
Markowa z optymalnym wykladnikiem 2.

Korzystajac z twierdzenie Barana i Ple$niaka dla zbioréw wyzszego wymiaru,
podobna metoda udowodniono w [20] styczna nieréwnosé Markowa dla powierzchni
semialgebraicznych ze skonczong liczba punktéw osobliwych. Problem, czy po-
wierzchnie semialgebraiczne, ktoérych zbiorem punktéw osobliwych jest krzywa,
spelniaja styczna nieréwno$¢ Markowa pozostaje nierozwigzany i zapewne bedzie
badany w przysztosci.
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5. Uwagi na temat wyktadnika Markowa w normach L?

Zagadnienia zwiazane z poszukiwaniem optymalnego wykladnika sa trudniej-
sze 1 przez to jeszcze ciekawsze, jesli rozwazamy nieréwnosci typu Markowa, w kto-
rych zamiast normy supremum wystepuja normy LP. W tym przypadku znacznie
wiecej pytan pozostaje bez odpowiedzi.

Pierwsza nieréwnoscia wielomianowa uogélniong na normy LP byla nieréwnosé
Bernsteina dla wielomianéw trygonomertycznych.

TWIERDZENIE 18 (NIEROWNOSC ZYGMUNDA [33])
Dla dowolnego p € [1,00) i dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego T za-
chodzi nieréwnosé

IT"llp < (degT)[I T,

- 1/p
gdzie |, = ( J T<0>|pd9> .

Klasyczna nieréwnos¢ Markowa w normach LP zostala wykazana kilka lat
pozniej.

TWIERDZENIE 19 ([I8])
Dla dowolnego p € [1,00) i dla dowolnego wielomianu P stopnia co najwyiej n
zachodzi nierownosé

[1P'[l, < C(n, p)n®|| P,

1 1/p
gdzie ||P||, = 7f1 |P(x)|pdm> oraz C(n,1) = 2(1 + (1/n))"™! i C(n,p) =
2(p — DYP " p + (1/n)) L +p/(np —p+ D" HHP dlap > 1.

Podobnie jak w przypadku normy supremum, wykorzystujac pewne szczegolne
wielomiany, mozna wykazaé¢, ze wykladnik 2 jest optymalny ([17]). Jednak uzys-
kane w Twierdzeniu stale C'(n, p) nie sa najmniejsze mozliwe. Obecnie znane sa
wersje tej nieréwnosci z lepszymi staltymi ([I7] i [2]). Badania zwigzane z wyklad-
nikiem Markowa w normach LP byly réwniez prowadzone dla wielowymiarowej
wersji wlasnosci Markowa. Wiadomo, ze dla zbioréw ttustych, ktére maja brzeg
lokalnie lipschitzowski wyktadnik Markowa w normie LP, jest réwny 2 ([16]). Po-
nadto Goetgheluck wykazal nieréwnos¢ Markowa w normie przestrzeni LP dla
zbioréw z ostrzami wielomianowymi ([15]). Nie wiadomo, czy uzyskany wynik
jest optymalny, ale jest cenny ze wzgledu na wykorzystane metody, ktére okazuja
sie przydatne w wielu sytuacjach. W przypadku norm LP nie jest znany op-
tymalny wykladnik Markowa dla zbioréw z ostrzami, ale w zwiazku z poszuki-
waniem takiego wyktadnika odkrytych zostalo szereg waznych zaleznoéci, miedzy
innymi tozsamosci wielomianowe Milowki i ich uogélnienia wykazane przez Barana
i Ozorke ([22], []). Pytania dotyczace wlasnosci Markowa w normach LP moga
dotyczy¢ réwniez stycznej nieréwnosci Markowa dla zbioréw (semi)algebraicznych.
Obecnie nie jest znany przyklad optymalnego wykladnika w stycznej nieréwnosci
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Markowa w normach LP. Nie wiadomo rowniez, jaki jest zwiazek miedzy wyktad-
nikiem dla normy supremum i norm LP w przypadku stycznej nieréwnoséci Mar-

kowa.

Mozna przypuszczaé, ze poszukiwania najlepszego wykltadnika w stycznej

nieréwnos$ci Markowa dla norm LP i badanie zaleznosci z nim zwiazanych beda
rowniez w tym przypadku fascynujacym wyzwaniem, ktére bedzie prowadzito do
odkrycia szeregu interesujacych faktow.
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