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Dynamika topologiczna widocznych punktéw

kratowych

Streszczenie. Przedstawiamy problem fotografa — polega on na tym, by na
jednej wspdlnej fotografii byty widoczne twarze wszystkich cztonkéw zespotu,
ktéry stoi na kracie. Pytamy wiec, ktére punkty kraty Z? C R? sa widoczne,
gdy stoimy w Srodku ukladu wspélrzednych (tzn. nie sa ,zasloniete” przez
zaden inny punkt kratowy). Podajemy charakteryzacje zbioru widocznych
punktéw kratowych V' oraz jego wlasnosci, w tym zwiazek jednej z nich
z dzeta Riemanna. Ze zbiorem V stowarzyszamy topologiczny uktad dy-
namiczny i podajemy jego wtasnosci, bedace odpowiednikami czeéci topo-
logicznej programu badawczego zaproponowanego przez Sarnaka dla tzw.
uktadu bezkwadratowego [15].

Abstract. We consider the problem of a photographer who needs to de-
pict all members of a band standing on a lattice on a group photo. Thus,
we ask, which points of the lattice Z? C R? are visible for us when we stand
in the origin that is, which points can be connected to the origin (0,0) not
passing through any other point of Z2. We give a characterization of the set
of visible lattice points V and list its properties, including the relation of
one of them the Riemann zeta function. We associate with V' a topological
dynamical system, explore its properties analogous to the topological part
of Sarnak’s program for the so-called square-free system [I5].

1. Wstep

Wyobrazmy sobie zespdl muzyczny, ktérego czltonkowie podczas parady stoja
w réwnych odstepach od siebie w pionie i w poziomie — tak jak na ponizszym
zdjeciu. Fotograf (znajdujacy sie w tej samej plaszczyZnie co zespél) chee wykonaé
jak najmniej zdjeé¢ (najlepiej tylko jedno!) tak, aby twarz kazdego czlonka zespotu
byta widoczna na co najmniej jednej fotografii.
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Rys. 1. Parada Bozonarodzeniowa w Hollywood, (Zrédlo:
http://thehollywoodchristmasparade.org/)

W modelu matematycznym reprezentujemy cztonka zespotu jako punkt kraty 72
i méwimy, ze jest widoczny, jesli zaden inny czlonek zespolu nie jest na linii
taczacej go z fotografem. To jest uproszczenie, bo niektore proste moga nie prze-
chodzi¢ przez punkt kraty, ale by¢ bardzo blisko niego. Wéowczas twarz czlonka
zespolu moze by¢ zastonieta. Nie bedziemy si¢ tym przejmowaé w dalszych rozwa-
zaniach. Zespol dla nas to prostokat punktéw kratowych wymiaru r x s z wierz-
chotkami (1,1), (r,1),(1,s), (r,s). Oznaczmy go przez A, ,, a fotografa bedziemy
utozsamia¢ z punktem kratowym na zewnatrz tego prostokata.

2. Widoczne punkty kratowe

DEFINICIA 1
Krata w przestrzeni R" nazywamy dyskretna podgrupe, ktéra rozpina przestrzen
wektorowa R™.

Krata w przestrzeni R jest podgrupa Z". Bedziemy rozwazaé¢ n = 2 i krate Z2.

DEFINICIA 2
Dwa punkty kraty P i (Q sa wzajemnie widoczne, jesli na odcinku je laczacym
nie ma innego punktu kratowego.

FakT 3
Rézne punkty P = (a1,a2) ¢ Q = (b1,b2) s¢ wzajemnie widoczne wtedy i tylko
wtedy, gdy nwd(ay — by, as — by) = 1.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze nwd(a; — by, as — be) = 1. Bez utraty ogdlnosei
mozemy zakladaé, ze a; # by, bo P # Q. Jesli as = b, to |ag — b1| = 1 1 znéw
bez utraty ogélnosci otrzymujemy by = a3 + 1. To znaczy, ze P = (a1,a2),
Q = (a1 + 1, a2) i natychmiast widaé¢, ze P i Q) sa wzajemnie widoczne. Bedziemy
wiec w dalszym ciagu zakladac¢, ze ay # by oraz as # by. Przypusémy, ze punkt
(c1,c2) € Z2 rézny od P i Q lezy na odcinku taczacym punkty P i Q, tzn.

c1 =tlay — b)) + b1, o =t(ag — ba) + by € Z dla pewnego t € (0,1).
Otrzymujemy wiec

t(a1 — b1)(a2 — bg) = (C1 — bl)(a2 — b2) = (CQ — bg)(al — bl)
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Poniewaz nwd(a; — by,as — ba) = 1, wynika stad, ze (a1 — b1)|(c1 — b1) (oraz
(a2 — b2)|(c2 — b2)). Zatem t € Z, co jest niemozliwe, bo ¢ € (0,1). Stad P i @ sa
wzajemnie widoczne.

Zalézmy, ze d ;= nwd(ay — by, ag—bs) > 1. Wéwezas t(a1,az)+(1—1/d) (b1, be)
jest punktem kratowym (r6znym od P i Q) lezacym na odcinku laczacym P i Q.
Stad P i @ nie sa wzajemnie widoczne.

Odpowiemy teraz na pytanie, w jakim miejscu na kracie powinien stanaé
fotograf, aby postawione zadanie bylo realizowane przez pojedyncze zdjecie, na
ktérym beda widoczni wszyscy cztonkowie zespotu.

DEFINICIA 4
Méwimy, ze prostokat punktéw kratowych A, ; jest widoczny z punktu P, jesli
zaden odcinek pomiedzy P i punktem z A, ; nie zawiera innego punktu z A, ;.

TWIERDZENIE 5 ([12])
Prostokgt A, s jest widoczny z punktow P = (rs—s+r,s+1) orazQ = (r+1,rs—
r+s).

Dowdéd. Oznaczmy przez L zbiér wszystkich prostych taczacych pary punk-
téw w A, ;. Pokazemy, ze P i () nie leza na zadnej prostej z £. Wystarczy to
pokazaé dla P — analogiczng wlasnos¢ dla ) otrzymamy zamieniajac pierwsza
i druga wspoélrzedna na kracie Z2? rolami. Zauwazmy, ze prosta L, laczaca punkty
(1,1) i (r,2) ma najmniejszy dodatni kat nachylenia w £ (patrz Rys. 2.). Prosta H
o rownaniu y = s ma najwieksza rzedna punktu przeciecia z osia y sposréd wszyst-
kich prostych réwnolegltych do osi # zawartych w £. Zadna linia w £ nie przechodzi
przez obszar ponizej L i powyzej H, bo gdyby przechodzila, to jej kat nachylenia
bytby dodatni i mniejszy niz kat nachylenia prostej L, ale to przeczy wyborowi
prostej L jako tej o najmniejszym dodatnim kacie nachylenia w £. Na prostej L
lezy punkt (rs — s+, s+ 2), a na prostej H lezy punkt (rs — s + r,s). Zatem P
lezy ponizej L, a powyzej H.

7 powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze dowolnie duzy zespét sto-
jacy na kracie mozna sfotografowaé na jednym wspolnym zdjeciu, stojac w odpowied-
nim punkcie kratowym. Nasuwa sie teraz pytanie, czy mozna na jednym wspolnym
zdjeciu sfotografowaé zespol o nieskonczonej liczbie czlonkéw. Rozwazmy sytu-
acje, w ktérej fotograf stoi w punkcie (0,0). Ktére osoby stojace w pozostatych
punktach kraty Z? fotograf moze sfotografowaé?

Przez V oznaczmy zbiér punktéw kratowych widocznych z punktu (0,0).
Z Faktuwynika, ze punkt P = (ay, as) € Z? jest widoczny z punktu (0,0) wtedy
i tylko wtedy, gdy nwd(ai,az) = 1, tzn. V = {(n,m) € Z* : nwd(n,m) = 1}.
W szczegblnosei, zbidr V' jest nieskonczony, bo istnieje nieskonczenie wiele par
liczb calkowitych wzglednie pierwszych — fotograf stojacy w punkcie (0,0) bedzie
wiec w stanie sfotografowaé zespdt o nieskoriczonej liczbie cztonkéw, jesli tylko
beda oni stali w punktach ze zbioru V.
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(s-s+r,5+2)

® P=(rs-s5+rs+1)

a s-strs)
2

Rys. 2. Na podstawie [12]

3. Wiasnosci widocznych punktéw kratowych

Przedstawimy teraz podstawowe wlasnosci zbioru widocznych punktéw kra-
towych.

Rys. 3. Widoczne punkty kraty Z? (rysunek pochodzi z pracy [3])
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TWIERDZENIE 6 (PROPOSITION 1 W [3])
Zbior V. ma nastepujgce wilasnosci:

1. 'V zawiera ,dziury” dowolnego rozmiaru, ktore powtarzajq sie okresowo.

2.V-V=212
#VO([=N,N]xX[=N,N])

3. Naturalna gestosé zbioru 'V istnieje tzn. istnieje granica Nlim GNTD?

— 00
1 jest rowna ﬁ = %, gdzie ¢ oznacza dzete Riemanna
Zanim podamy dowo6d powyzszego twierdzenia, przypomnijmy Chinskie Twierdze-
nie o Resztach, ktorego bedziemy uzywac.

TWIERDZENIE 7
Niechmy, ..., mg € Z bedg parami wzglednie pierwsze orazn,...,n, € Z. Wowczas
istnieje takie x € Z, Ze

T = n1 mod my

x = ng mod my.

Dowad. 1. Niech s € N oraz mq, ..., ms beda parami wzglednie pierwsze.
Wtedy z Chinskiego Twierdzenia o Resztach, dla dowolnych ai,as, ..., as €
72, istnieje a € Z? takie, ze

a+a; =0 mod m;Z? tzn. a+a; € miZ2,

dla kazdego 1 < ¢ < s. Réwnowaznie a + a; ¢ V dla kazdego 1 < i < s.
Okresowo$¢ ,dziur” w V wynika z tego, ze dla powyzszego a kazde a +
kmimg ... mg(1,1) spelnia warunek a + a; ¢ V dla kazdego 1 < i < s, gdzie
keZ.

2. Jasne jest, ze V —V C Z2. Z drugiej strony dla kazdego (z1,z2) € Z? mamy
(r1,22) = (x1 +1,1) — (1,1 — x2), gdzie (x1 + 1,1),(1,1 — x2) € V. Zatem
7Z2CV -V.

3. Niech N(r), N'(r) beda odpowiednia liczba wszystkich punktéw oraz liczba
punktéw widocznych w kwadracie {(x,y) : |z| < r|y| < r}. Wowcezas
N'(r) =8 Y. ¢(n), gdzie ¢ jest funkcja Eulera, tzn. funkcja zliczajaca

1<nr
dla liczby naturalnej liczby wzglednie pierwsze z nia i nie wiekszych od niej.
Korzystajac z réwnoéci Y. ¢(n) = 2r? + O(rlogr) (patrz Theorem 3.7
1<ngr
w 2]) i N(r) = (2[r] + 1)% = (2r + O(1))? = 4% + O(r), otrzymujemy

N'(r) %7«2+O(rlogr) %4'0(10%) N 6 1 TZy T — 00
_ _ —_— = — Z .
N 22500 o) Tw Tt

UWAGA 8
Dla funkcji f,¢9: N — R, takich, ze g(n) > 0 dla kazdego n > N, N € N, zapis
O(g) = f oznacza, ze istnieje M > 0 takie, ze

|f(n)| < Mg(n) dla kazdego n > N.
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UWAGA 9
Dow6d punktu 3. pochodzi z [2] (patrz Theorem 3.9).

4. Uktad dynamiczny stowarzyszony ze zbiorem punktéw widocznych

DEFINICIA 10

Topologicznym ukladem dynamicznym (w skrécie ukladem) nazywaé bedziemy
zwartg przestrzen metryczng X z homeomorfizmami tej przestrzeni (Ty: X —
X)gea, gdzie G jest nieskonczona, przeliczalng grupa dyskretna, gdy:

vg,hEG Tg oTy = Tg+h7
Veex Tex = x, gdzie e jest elementem neutralnym grupy G.
Niech G = Z lub G = Z? oraz 2 := {0,1}“. Na ciagach z ) okreélamy przesuniecia
(shifty) S, : Q — Q nastepujaco:
Sn((xm)mEG) = (ym)mEGv
gdzie (Tm)meac € Q oraz y,, = Tpmin dla kazdego n € G. Wyposazmy
w topologie produktowsg pochodzaca od topologii dyskretnej na {0,1}. Dla usta-
lenia uwagi potézmy
I |xn B yn|
d(.’E, y) T Z Ta
neZ

gdzie © = (2n)nez, ¥ = (Yn)nez € {0,1}7 oraz

d((xn)nEZ27 (yn)neZ2) — min{17 Q_ma‘x{neN : z(wzl,'mz):y(nLl,nzg)7v7ni€7Z|mi‘Sn dla i:172}}’

gdzie (zn)nez2, (Yn)nez2 € {0, 1}22. W obu przypadkach w rozpatrywanej metryce
punkty sa bliskie siebie, gdy sa identyczne na dostatecznie wielu miejscach o niskich
modutach indekséw.

Podamy dwa kluczowe dla nas przyktady ukladéw. Pierwszy to bedzie uklad
bezkwadratowy, a drugi to uktad widocznych punktéw kratowych.

Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych oraz p: Z — {—1,0, 1} bedzie okreslone
nastepujaco

1, gdy n = +1,
p(n) =< (1), gdy n=+p1---p, (pi # pj,i # j) oraz p; € P,
0, gdy istnieje takie p € P, ze p?|n.

Funkcja p nazywana jest funkcja Mébiusal. Dla G = Z przyjmijmy oznaczenie
2

ni=p

Dla G = Z? niech 1 := 1y, gdzie 1y oznacza funkcje charakterystyczna zbioru V'

1
tzn. 1y (a) = {O’Z ; “;’

1Zwykle pu(n) definiuje si¢ dla n € N — my rozszerzamy te definicje dla wygody do n € Z.
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Niech X, bedzie domknigciem (w topologii indukowanej przez metryke d) or-
bity elementu 7, czyli zbioru {S,n : n € G}. Ze wzgledu na definicje zbioru X,
przesuniecia jego elementéw nie wyprowadzaja poza ten zbiér, wiec mozemy dalej
rozpatrywac funkcje S, prowadzace z X, w X,, dla dowolnego n € G. Wlaénie dla
ukltadu ((Sp)nea, Xy;) w obu przypadkach G = Z i G = Z? sformulujemy program
Sarnaka.

W przypadku G' = Z zbiér X,, mozemy opisaé réwniez w inny sposéb:

X, ={x € Q:Vnez Ynen Tnez zlm,m+n] =nm+k,m+n+kl|},

gdzie x[m,m + n] € {0,1}"*! (nazywane blokiem na z) oznacza kolejnych n + 1
(poczawszy od m-tego) wyrazéw ciagu x € {0,1}2. Mozna wystowié ten warunek
nastepujaco: kazdy blok pojawiajacy sie na x, pojawia si¢ na 7. Rzeczywiscie,
jesli ¢ € X,, 1 B jest blokiem na x, to x jest granica ciagu postaci (S, n)ken
dla pewnego {nix} C Z. Zgodnie z wlasnoScia metryki d, znajdziemy takie ny,
ze na Sy,,n blok B jest w tym samym miejscu co na x. Skoro blok B pojawia
sie na pewnym przesunieciu 7, to na 7 roéwniez, zatem spelnia zadany warunek.
Odwrotnie, jesli x € {y € Q@ : Viez Vaen Trez y[m, m+n] = nlm+k,m+n+k]},
to w szczegblnosci dla bloku z[—k, k], gdzie k € N, istnieje ny € Z takie, ze
x[—k, k] = ning — k,ni + k. Wiemy, ze n[ng — k,ng + k] = Sp,.n[—k, k], wiec
zgodnie ze zbiezno$cia w metryce d element x jest granica ciagu Sy, n. Zatem
z € X,
Analogicznie mozemy scharakteryzowaé X, dla G = Z2.

5. Przygotowanie do sformufowania Programu Sarnaka

Podamy niezbedne do sformutowania programu Sarnaka definicje.

DEFINICIA 11

Zbiér A C X, nazywamy minimalnym, gdy jest domkniety, (S, )neg-niezmienniczy
(SnA = A dla kazdego n € G) oraz jest najmniejszym w sensie inkluzji niepustym
zbiorem o tych wtasnosciach.

UwAGA 12

Na Q rozpatrujemy o-algebre zbioréw borelowskich, czyli najmniejsza o-algebre
zawierajaca zbiory otwarte w topologii indukowanej na €2 przez metryke d. Zbiér
X, jako domkniety jest mierzalny, wiec méwimy, ze jego podzbiér jest mierzalny,
gdy jest przekrojem X, z pewnym mierzalnym podzbiorem ).

DEFINICIA 13

Faktorem topologicznym ukladu ((S,)neq,X,) nazywamy kazdy uklad
((Th)nea, Y), dla ktérego istnieje ciggla surjekcja 7: X, — Y taka, ze dla kazdego
n € G ponizszy diagram jest przemienny:

X 2, x
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UwAGA 14
Uktad ((Sn)nea, Xy) jest swoim faktorem, bo surjekcja z powyzszej definicji jest na
przyklad odwzorowanie identycznoéciowe. Uklad jednopunktowy ((Th,)nea, {y}),
gdzie T,y = y dla kazdego n € G, jest faktorem ukladu ((Sp)nec, Xy): wystarczy
wziaé odwzorowanie stale 7 = y.

W dalszej czeéci bedzie mowa o faktorze réwnocigglym, czyli spelniajacym
nastepujacy warunek:

vs>0 EI5>0 vnEG vx,yGY d(.’E, y) <0= d(TnxaTny) < &

UwAGA 15

Uktad ((T))neq,Y) jest réwnociagly wtedy i tylko wtedy, gdy jest izometria, tzn.
istnieje réwnowazna z poczatkowa (7T),)-niezmiennicza metryka na Y, czyli ist-
nieje metryka D: Y x Y — [0,00) taka, ze dla kazdego z,y € Y i dla kazdego
n € G mamy D(T,z,T,y) = D(z,y). Rzeczywiscie, jesli istnieje réwnowazna
z poczatkowa (T}, )-niezmiennicza metryka na Y, to za 6 w definicji réwnociaglosci
mozna wziaC €. 7Z kolei, gdy uklad jest réwnociagly, to wystarczy potozy¢ jako
nowa metryke D(z,y) = sup p(Thx, Tny), ktora jest (T),)-niezmiennicza, a réwno-

neG

ciaglod¢ pozwala udowodnié, ze D jest réwnowazna wyjsciowej metryce p.

DEFINICIA 16

Uktad ((T)nea, Y) nazywamy proksymalnym, gdy dla kazdego z,y € Y istnieje

clag réwnowartosciowy (ng)geny C G taki, ze klim p(Th,x, Ty y) = 0, gdzie p
—00

oznacza metryke na Y.

UwAaga 17

Proksymalnos$é oznacza, ze dla kazdego wyboru pary punktéw ich orbity zblizaja
sie do siebie, ale tylko wzdluz pewnego podciagu (wzdluz innego moga sie od siebie
oddalad).

UwAGA 18

Jedynym proksymalnym ukladem réwnociaglym jest uklad jednopunktowy, bo
w ukladzie rownociagltym dla kazdego n € G odlegtosé miedzy T« i T,y wynosi
tyle, co odlegtos¢ miedzy z i y.

DEFINICIA 19

Maksymalny faktor réwnociagly ukladu ((S,)neq, X;) jest to faktor réwno-
ciagly, dla ktérego kazdy réwnociagly faktor ukladu ((S,)nec, Xy) jest réwniez
faktorem. Nazywamy go trywialnym, gdy jest jednopunktowy.

Uwaga 20
Zauwazmy, ze faktor jednopunktowy jest réwnociagly.

DEFINICIA 21

Polaczeniem topologicznym miedzy ukladami ((Sp)nea, Xy) & (Tn)nea,Y)
nazywamy zbiér W C X, x Y, ktéry jest domkniety, (S, x T}, )neg-niezmienniczy
oraz jego rzuty na wspdlrzedne s pelne, czyli s réwne X, i Y odpowiednio.
Moéwimy, ze polaczenie jest nietrywialne, gdy 0 C W C X, x YV’
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UWwWAGA 22
Pojecie to jest uogélnieniem pojecia wykresu surjekeji dzialajacej z X, do Y. Za-
uwazmy, ze X, x Y jest polaczeniem topologicznym.

6. Program Sarnaka

6.1. Program Sarnaka dla ukfadu bezkwadratowego

W tej czesci sformujemy podany w 2010 roku (patrz [I5]) program Sarnaka
dla uktadéw bezkwadratowych i wyjasnimy pojecia w nim uzyte lub odeslemy do
definicji z wczesniejszego paragrafu. Niech G = Z.

Program Sarnaka dla ukladu bezkwadratowego:

1. Punkt 7 jest punktem generujacym (.S, )nezniezmienniczej probabilistycznej
miary v, na {0,1}% o zerowej entropii Kolmogorowa v, na {0, 1}%.

6
T2

2. Entropia topologiczna uktadu ((Sp)nez, X,) wynosi

3. Zbiér X,, jest réwny {z € Q : V,ep |supp z mod p?| < p?}, gdzie supp x =
{n€Z : x(n)# 0} oraz P oznacza zbidr liczb pierwszych.

4. Uktad ((Sn)nez, Xy) jest proksymalny i {(...,0,0,0,...)} jest jedynym podzbiorem
minimalnym (patrz Definicje [16|i .

5. Maksymalny faktor réwnociagly uktadu ((Sp)nez, X;) jest trywialny (patrz
Deﬁnicjeioraz Uwaga, ale ((Sn)nez, X5;) ma nietrywialne polacze-
nie topologiczne (patrz Definicja [21]) z obrotem na zwartej grupie abelowej
G =[] z/p*Z.

peEP
Miara probabilistyczna v, o ktérej istnieniu méwi punkt [I] programu Sarnaka jest
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia to znaczy, ze dla kazdego mierzalnego
zbioru B C Q oraz dla kazdego n € G mamy v(S,, B) = v(B). Zerowa entropie Kol-
mogorowa miary v, mozemy rozumie¢ jako przejaw determinizmu (braku chaosu)
w uktadzie ((Sn)neq, Xy, v) (Scisla definicje entropii Kolmogorowa mozna znalezé
w 14. rozdziale w [9]). Wreszcie, punkt 7 jest generujacy dla miary v, czyli

N—-1

1
Vrecrony) Jim D F(Swn) = /{ fdu,
n=0

0,1}2

gdzie C({0,1}%) zbiér funkeji ciaglych okreglonych na {0,1}% i o warto$ciach
rzeczywistych.

Przez entropie topologiczna (patrz punkt [2| programu Sarnaka) w tym przypadku
rozumiemy warto$¢ granicy

.1 n
lim —log, ({4 € {0,1}" : Fuex, Tmez Vicken z(k+m) = A(k)}]),

n—oo n

czyli zliczamy dla ustalonego n € N, ile blokow n-elementowych pojawia sie na
elementach X, (a w zasadzie na 7, bo wiemy, ze kazdy blok pojawiajacy si¢ na
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elemencie z X, pojawia si¢ réwniez na 7)), a potem logarytmujemy i usredniamy
przez n. Otrzymany wynik % méwi nam, ze dla wystarczajaco duzych n € N
wiecej niz 2% réznych blokéw dlugosci n pojawia sie na 1.

Klasyczna definicje entropii topologicznej mozna znalezé w 14. rozdziale w [9].
W tym samym miejscu jest podana charakteryzacja entropii topologicznej, ktéra
tutaj przyjeliSmy za definicje. Przez obrot na G rozumiemy, ze mamy odwzorowanie
R: T[] Z/p*Z — ] Z/p*Z, zdefiniowane nastepujaco:

peEP peEP

R(glaQQa . ) = (gl + 1792 + 17 . ')7
gdzie g = (91, 92,...) € G.

UWwWAGA 23

Zauwazmy, ze kazdy faktor topologiczny ((T))nec,Y) ukladu proksymalnego,
ktérym jest ((Sn)nec,Xy) (zgodnie z |3| punktem programu Sarnaka), jest takze
proksymalny, poniewaz dla kazdych y,y" € Y istnieja z, 2’ € X,, takie, ze 7(z) =y
iT(z') =y'. Z kolei z proksymalnoéci uktadu ((Sy,)neq, Xy) mamy ciag {nx}ren C
G taki, ze nligloo d(Sp,,Sp,x") = 0 dla dowolnej metryki d na X,,. Z ciaglosci 7
wnosimy, Zek

kli}ngo p(7(Sn, ), 7(Sp,z")) = 0, gdzie p oznacza metryke na Y. Z definicji faktora
topologicznego mamy, ze 7(S,, x) = Ty, 7(2) = Thy 1 7(Sp,2') = T, 7(2') =
=T,y . Wobec tego kli_)n;o (T y, T, y') = 0 dla dowolnej metryki p na Y, wiec

uktad ((Th)nea,Y) jest takze proksymalny.

UwAGA 24
Dowéd punktu [1f programu Sarnaka mozna znalezé w [6], punktéw 2|1 [3( w [I3], 4
i[f| w [11] (dla pewnego uogélnienia ukladu bezkwadratowego).

6.2. Program Sarnaka dla widocznych punktéw kratowych

Okazuje sie, ze dla ukladu ((Sy)nez2, Xy) zachodza analogiczne tezy jak dla
uktadu bezkwadratowego.
Program Sarnaka dla widocznych punktéw kratowych

1. Punkt 5 jest punktem generujacym (S, ),ez2-niezmienniczej probabilistycz-
nej miary v, na {0, 1}Z2 o zerowej entropii Kolmogorowa.

6

w2

2. Entropia topologiczna uktadu ((Sp)nez2, X;) wynosi

3. Zbiér X, jest rowny {x € {0,1}% . Vpep |supp  mod pZ?| < p?} oraz
supp z = {n € Z* : z(n) # 0}.

4. Uktad ((Sn)nezz, Xy) jest proksymalny i {0} jest jedynym podzbiorem mi-
nimalnym (patrz Definicje i, gdzie 0 € {0,1}%° 1 0(n) = 0 dla kazdego
n € 72
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5. Maksymalny faktor réwnociagly ((Sy,)nez2, Xy) jest trywialny (patrz Definicje
i[l9|oraz Uwaga, ale ((Sn)nezz, X)) ma nietrywialne polaczenie topo-
logiczne (patrz Definicja z obrotem na zwartej grupie abelowej G =

1 z?/pz>.
pEP

Po zrozumieniu punktéw programu Sarnaka dla uktadu bezkwadratowego wystar-
czy przytoczyé kilka definicji w zmienionej postaci. Punkt 7 jest generujacy dla
miary vy, czyli

N M
. 1
vaC({O,l}Z2) ngnoo 4(2]\[ T 1)2 n;ormz:of(s(n,m)n) = /{>071}ZQ den7

gdzie C'({0, 1}22) zbiér funkcji ciaglych okreslonych na {0, I}Z2 i o warto$ciach
rzeczywistych.
W tym przypadku entropia topologiczna ukladu ((Sp)nezz2, X5) jest réwna

nli)rréo m 10g2 (|{A S {O, l}Fn : ElﬂCEXn Elmez2Vkan l‘(k‘ + m) = A(k)}|) 5
gdzie F,, = {(z1,22) € Z* : |x1],|72] < n}. W dowodzie korzysta si¢ z réwnosci
Xp = X, i dzieki temu powyzsza granica jest réwna

. 1

Grupa Z? dzialana G = [] Z2/pZ? przez obroty nastepujaco: T, (g1, 92, ...) =
peEP

(gl +n,gz+n,...), gdZ1eg: (glaQQa"') GG,TLGZ2.

Polaczenie topologiczne stanowi W := |J [ {z} x [] (Z?\ supp z)/pZ? |.
r€X, peP

UWAGA 25

Pelne dowody tez ze sformulowania programu Sarnaka dla ((S,)nez2, X)) mozna
znalezé w szerszym kontekscie w [I4] (sformulowania oraz w [3] (pozostale).
Dowody programu Sarnaka w jeszcze szerszym kontekscie cial liczbowych znajduja
sie w [4].

UWwAGA 26

w punkci programu Sarnaka uzyte jest stowo ’ale’; poniewaz ma ono podkresla¢
roznice miedzy zachowaniem odpowiadajacych pojeé z miarowej dynamiki. Mia-
nowicie faktorom réwnocigglym odpowiadaja faktory Kroneckera, ktore sa obro-
tami, wiec w teorii miarowej jesli maksymalny faktor Kroneckera (patrz Rozdzial 3.
w [5]) jest trywialny, to uktad poczatkowy nie moze mieé nietrywialnego polaczenia
z obrotem, wiec nie mozna przepisaé¢ tego stwierdzenia na jezyk miarowy.
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