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Lemat Dedekinda—Mertensa?

Streszczenie. Z okazji 175. rocznicy urodzin Franciszka Mertensa w artykule
przypomniano jeden z Jego rezultatéw w dziedzinie algebry, znany wspotcze-
$nie jako Lemat Dedekinda—Mertensa. Zaprezentowano pochodzacy od E. Ar-
tina dowdd jego klasycznej wersji oraz pewne wspolczesne uogdlnienia i za-
stosowania.

Abstract. On the occasion of 175" anniversary of the birthday of Franciszek
Mertens, in the article one of his result from algebra is recalled, namely that
presently known as the Dedekind—Mertens Lemma. The E. Artin proof of
its classical version is presented as well as some recent generalizations and
applications.

W dniu 20 marca 2015 r. przypadala 175. rocznica urodzin Franciszka Mertensa
(zm. 5 marca 1927 r.), wybitnego i wszechstronnego matematyka, profesora Uni-
wersytetu Jagiellonskiego w latach 1865-1884. Zarys Jego biografii i oméwienie
wybranych osiggnie¢ naukowych mozna znalezé na przyklad w artykule [IJ.

Studenci matematyki maja szanse zetkna¢ sie z niektorymi rezultatami Merten-
sa na wykladach z analizy matematycznej (np. twierdzenie o iloczynie szeregéw)
i z teorii liczb (np. wzdr asymptotyczny na funkcje sumacyjna funkeji Eulera ().

Zapewne mniej znane sa dokonania tego uczonego w dziedzinie algebry, ktora
takze sie zajmowal. Wspomniana rocznica jest wiec dobra okazja do przypomnienia
przynajmniej jednego z nich. Wybér autora padl na bardzo ciekawy fakt z algebry
przemiennej, udowodniony niemal réwnoczeénie w pracach Dedekinda [3] i Merten-
sa [10] z 1892 1., zwany w literaturze wspélczesnej Lematem Dedekinda—Mertensa.

Zacznijmy od przypomnienia waznego pojecia z algebry przemiennej i postawie-
nia pewnego pytania.

Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka a I jego ideatem.

Méwimy, ze element r € R jest catkowity nad ideatem I, jesli

"t ayr™ a4 an =0
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dla pewnego n € N, oraz pewnych ai,...,a, € R, przy czym a; € I’ dla
i1=1,...,n.
Zbiér

I:={r € R|r jest catkowity nad I}

jest ideatem w R, zwanym domknieciem calkowitym idealu I (w R).

Gdy J jest takze ideatem piercienia R, przy czym I C J C I, méwimy, ze
J jest catkowity nad I.

Znakomitym zrédlem informacji na temat domknieé¢ catkowitych idealéw jest
monografia [§].

W badaniach tych domknieé napotykamy nastepujace pytanie:

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz I,J jego idealami. Zaldézmy, ze
1 jest calkowity nad pewnym ideatem generowanym przez m elementow, J calkowi-
ty nad idealem generowanym przez n elementéow. Czy ideal IJ jest calkowity nad
idealem generowanym przez nie wiecej niz m +n — 1 elementéw?

Pytanie to sprawia wrazenie beznadziejnie trudnego dopodki nie poznamy za-
powiedzianego w tytule Lematu Dedekinda—Mertensa. Majac to narzedzie, odpo-
wiedzi mozna udzieli¢ niemal natychmiast (zob. Wniosek .

Nim sformulujemy to twierdzenie, przypomnijmy pewne znane pojecie z teorii
podzielnosci w pierécieniach wielomianow.

Zawartodcig wielomianu f € R[X] nazywamy ideal piercienia R generowany
przez wszystkie wspélezynniki wielomianu f i oznaczamy symbolem c(f). Jezeli
¢(f) = R, to wielomian f nazywamy pierwotnym.

Wprost z definicji widaé, ze dla dowolnych f,g € R[X] mamy inkluzje:

c(f)e(g) D e(f9g). (1)

Wiadomo, ze w rownosé zachodzi przy zalozeniu, ze R jest dziedzina
idealéw gléwnych (Lemat Gaussa). Bez tego zalozenia inkluzja moze by¢ ostra,
jak pokazuje nastepujacy przyklad: dla f =X +YZ, g=Y + XZ € R[X,Y][Z]
mamy c(f)e(g) = (X, Y)? 2 e(fg) = (XY, X? 4+ V?).

Wielomian g € R[X], dla ktérego réwnosé ¢(fg) = c(f)e(g) zachodzi dla kazde-
go f € R[X], nazywamy wielomianem Gaussa (nad R).

Takie wielomiany maja wiele ciekawych wtasnosci i sg wciaz przedmiotem ba-
dan (zob. np. [B], [6]). Przyktadem ciekawego wyniku z tej tematyki jest twierdzenie
z [B] méwiace, ze nad pierscieniem normalnym noetherowskim R zawartosé kaz-
dego niezerowego wielomianu Gaussa jest idealem odwracalnym, tzn. takim R—pod-
modulem M ciata utamkéw pierscienia R, ze rM C R dla pewnego r € R\ {0}
oraz (R: M)M = R.

Inkluzje mozna ,poprawi¢” do réwnosci, mnozac obie strony przez stosowny
ideat. Doktadnie o tym méwi tytutowy:

LEMAT DEDEKINDA—MERTENSA
Jezeli f,g € R[X] oraz deg g = n, to c(f)"c(f)c(g) = c(f)"c(fg)-

Jak juz wspomnieliémy, Dedekind i Mertens opublikowali nieznacznie rézniace
si¢ wersje tego twierdzenia w 1892 r. W pracy Dedekinda sformulowanie jest identy-
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czne z powyzszym, natomiast u Mertensa wyktadnik przy c( f) jest postaci (deg g)?
a na pierscien wspolczynnikéw nalozone sa pewne dodatkowe zalozenia.

Ten piekny i uzyteczny rezultat przez dlugi czas pozostawal malo znany. Po-
twierdza to chociazby fakt, ze Krull w monografii [9] (z 1968 r.!) formuluje Lemat
Dedekinda—Mertensa z wykladnikiem deg f 4 deg g.

Trudno tez znalezé¢ w literaturze dowod tego twierdzenia w podanym sformuto-
waniu (np. w [7] podany jest dosé trudny dowdd jego znacznie ogdlniejszej wer-
sji). Jedyny na jaki autor natrafil, to zamieszczony w pracy Northcotta [IT] dowdd
pochodzacy od E. Artina.

Korzystajac z tego zrédta, przytoczymy tutaj zarys tego pieknego rozumowa-
nia.

DowOD LEMATU DEDEKINDA—MERTENSA
Dzigki (1)) wystarczy pokazaé, ze c(f)™c(f)c(g) C c(f)"c(fg). Rozwazmy w tym
celu pierscien wielomianéw n + 1 zmiennych R[X, Yy, ...,Y,] i oznaczmy h := fg.
Napiszmy (w pelnym pierdcieniu ulamkéw pierécienia R[X,Yy,...,Y,]) wzér
interpolacyjny Lagrange’a:

n

9(X) = Zg(Yy)(

v=0

(X = Xo) - (X = Yo )(X — Yorr) - (X — Yp)
Yl/ - XO) e (Yu - Yy—l)(Yu - Yy+1) e (Yl/ - Yn)

Mnozac tg réwnos¢ stronami przez f(Yo) -~ f(Yn) [[,,;(Yi —Y;), otrzymamy

f(Yo)- "f(Yn)g(X)H(Yi -Y;) =
i

= Z h(YV)f(YO) e f(YV—l)f(YV+1) T f(Yn)W,,(X, Yo,.. -, Yn)a
v=0

gdzie W, € Z[X,Yo,..., Y, dlav =0,...,n.

Korzystajac z definicji zawartosci wielomianu i wykorzystujac catkowitosé wspél-
czynnikéw wielomianow [ [, £ (Y;-Y;), W, ..., W,, latwo zauwazy¢, ze z ostatniej
réwnoéci wynika inkluzja

c(f)" " elg) € e(f)"e(h).

WNIOSEK 1
Jesli R jest pierscieniem calkowitym, f,g € R[X], to ideal c(f)c(g) jest calkowity
nad idealem c(fg).

Dowdd. Dowodzi sie (zob. [8, Corollary 1.1.8]), ze jesli I jest idealem pierscie-
nia catkowitego R, to r € R jest catkowity nad I wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
R-modut skonczenie generowany M, spetniajacy rM C IM.

Lemat Dedekinda—Mertensa pozwala zastosowaé¢ to kryterium do idealu
I :=c(fg) z R-modulem M := c(f)dee9. [ ]
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Whiosek [I] wraz z pewnymi standardowymi wlasnosciami domknieé calkowi-
tych pozwalaja odpowiedzie¢ twierdzaco na pytanie postawione na poczatku rozwa-
zan.

WNIOSEK 2 ([8, COROLLARY 1.7.6))

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz 1, J jego ideatami. Zatozmy, ze I jest
caltkowity nad I' = (ag, ..., am-1), J calkowity nad J' = (by,...,bp—1). Wiedy is-
tniejg takie co,...,Cmin—2 € R, Ze ideal IJ jest calkowity nad idealem
(CO7 N 7Cm+nf2)-

Dowédd. Przyjmijmy f =ap+ a1 X+ +amo1 X™ L, g=byp+ 0 X+ +
b, 1 X" L Wtedy c(f) = I’, ¢(9) = J' i na mocy Wniosku [1| ideal I'J’ jest

calkowity nad ideatem c¢(fg) = (co,- .., Cmin—2)-
Poniewaz ideal I.J jest calkowity nad ideatem I'J’, wiec réwniez nad idealem
(coy- -+ Cmitn—2) (zob. [8, Remark 1.3.2]). [ |

WNIOSEK 3 (LEMAT GAUSSA)
Jesli R jest pierscieniem calkowitym oraz f,g € R[X] sq pierwotne, to fg jest
prerwotny.

Dowdd. Poniewaz wielomiany f i g sa pierwotne, wiec ¢(f) = c(g9) = R.
Z Wniosku |1| wynika wiec, ze pierscien R jest calkowity nad swoim idealem c(fg).
Zatem 1 € ¢(fg). |

Powiemy teraz o kilku wspélczesnych uogdlnieniach Lematu Dedekinda—Mer-
tensa.

Dla wielomianu g € R[X] Heinzer i Huneke zdefiniowali w [7] jego liczbe
Dedekinda—Mertensa:

Cpn(g) :==min {k € N, : () te(felg) = e(f)*Le(fg) dla kazdego f € R[X]}.

Lemat Dedekinda—Mertensa gwarantuje poprawno$¢ tej definicji i jest réwno-
wazny nierownosci:
(pr(g) <1+ degg. (2)

W szczegdlnosci wynika z niej, ze g jest wielomianem Gaussa wtedy i tylko

wtedy, gdy £pa(g) = 1.
Gilmer, Grams i Parker w [4] wzmocnili nieréwnosé nastepujaco:

Lo (g) < #{wszytkie niezerowe wspdlczynniki wielomianu g}.

Nie wdajac sie w szczegdlowe rozwazania wspomnijmy tylko, ze najdalej idace
uogélnienie Lematu Dedekinda—Mertensa podali Heinzer i Huneke w [7] (zob. takze
[8, Theorem 1.7.3]) dowodzac, ze £pa(g) < k, jesli tylko dla dowolnego ideatu
maksymalnego m pierécienia R ideal ¢(g) Ry, jest generowany przez k elementéw.

Wyjasnijmy, ze Ry, oznacza pierscien ulamkéw pierscienia R wzgledem zbioru
multyplikatywnego R\ m, czyli Ry = {% : 7 € R,s ¢ m}. 7Z kolei ¢(g) Ry oznacza
rozszerzenie ideatu ¢(g) do Ry, czyli ideal w Ry, generowany przez i (c(g)), gdzie
m:R3>7r — 1 € Rn.
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Naturalne uogoélnienie Lematu Dedekinda—Mertensa na wielomiany wielu
zmiennych udowodnil Northcott w [11].

Na zakonczenie zwrdéémy uwage na inny kierunek badan, a mianowicie na
poszukiwanie odpowiednikéw Lematu Dedekinda—Mertensa w pierécieniu szeregdéw
formalnych (zob. np. [2]).
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