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Twierdzenie Perrona—Frobeniusa i jego
zastosowanie w algorytmie Page Rank

Streszczenie. Jednym z ciekawszych i znajdujacych wiele zastosowan twier-
dzen z algebry liniowej jest twierdzenie Perrona-Frobeniusa. Twierdzenie to
jest wspllnym rezultatem prac Oskara Perrona z 1907 i Georga Frobeniusa
z 1912. Dzieki niemu wiadomo, iz najwieksza warto$¢ wtasna rzeczywis-
tej nieujemnej kwadratowej macierzy jest rzeczywista i ma krotnos¢ 1. Co
wiecej, wektor wlasny korespondujacy z ta wartoscia wlasng jest Scisle do-
datni. Twierdzenie to znajduje zastosowanie w teorii prawdopodobienstwa,
ekonomii, demografii, rankingach, a takze (dzieki idei Larry’ego Page’a i Ser-
gey’a Brina z 1996 roku) w silnikach wyszukiwarek internetowych. Gtéwnym
celem naszego artykulu jest przedstawienie twierdzenia Perrona-Frobeniusa
wraz z zarysem jednego z najpopularniejszych jego dowodéw (korzystajacego
z twierdzenia Brouwera o punkcie stalym) oraz zaprezentowanie jego rézno-
rakich i zaskakujacych zastosowan, miedzy innymi w algorytmie Page Rank
uzywanym obecnie przez wyszukiwarke Google.

Abstract. The Perron—Frobenius theorem, which was firstly proved by Os-
kar Perron in 1907 and later extended by Georg Frobenius in 1912, asserts
that a real nonnegative square matrix has a unique largest real eigenvalue
and that the eigenvector corresponding to it has strictly positive components
and that this eigenvector is stochastic. This theorem has a wide variety of
applications: from probability theory, through economics, demography and
rankings to (according to Larry Page and Sergey Brin’s idea in 1996) Inter-
net search engines. The main aim is to present this theorem with one of its
most popular proofs (using the Brouwer fixed point theorem) and to explain
the idea of several of its applications.
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Stowa kluczowe: tw. Perrona—Frobeniusa, algorytm PageRank, model Lesliego, rankingi,
Power Control Problem.
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1. Wstep

1.1. Wstep historyczny

Twierdzenie Perrona—Frobeniusa jest twierdzeniem z zakresu algebry liniowej
noszacym nazwiska dwéch niemieckich matematykéw. Obaj zajmowali sie gtéwnie
matematyka teoretyczna.

Oskar Perron urodzit sie 7 maja 1880 roku w Frankenthal i zmart 22 lutego
1975 roku w Monachium. Byl profesorem Uniwersytetu w Heidelbergu i Uniwer-
sytetu Ludwika Maksymiliana w Monachium. Zajmowal sie¢ gléwnie rownaniami
rozniczkowymi zwyczajnymi i czastkowymi, a takze mechanika nieba i teorig macie-
rzy. To wladnie on w roku 1907 opublikowatl i udowodnil pierwotna wersje twierdze-
nia w czasopi$mie ,Mathematische Annalen", w artykule noszacym tytul ,Zur
Theorie der Matrices" (niem. ,O teorii macierzy").

Z kolei Ferdinand Georg Frobenius urodzil sie 26 pazdziernika 1849 roku
w Charlottenburgu (obecnie dzielnica Berlina) i zmart 3 sierpnia 1917 tamze. Byl
zwiazany gléwnie z Uniwersytetem Humboldta w Berlinie i Politechnika Federalna
w Zurychu. Do jego gléwnych matematycznych zainteresowan nalezaty: teoria
grup, teoria algebr, teoria liczb i réwnania rézniczkowe. Zainteresowal sie réwniez
twierdzeniem udowodnionym przez Perrona i na przestrzeni lat 1908-1912 opu-
blikowal trzy prace z nim zwiazanie. Ostatnia, pochodzaca z roku 1912, nosi tytutl
,Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen' (niem. ,,O macierzach posiadaja-
cych nieujemne wyrazy") i zawiera ostateczna, obecna wersje twierdzenia Perro-
na— Frobeniusa.

Zaréwno Perron, jak i Frobenius zajmowali si¢ czysta matematyka i nie in-
teresowali si¢ zbytnio jej zastosowaniami. Frobenius uwazal wrecz, iz zastosowania
matematyki powinny skupia¢ zainteresowanie technicznych uczelni. Zaden z nich
nie przewidzial, jak szeroki zakres zastosowan bedzie mie¢ ich twierdzenie. W XX
wieku twierdzenie to zostalo wykorzystane w modelowaniu ekonomicznym (m. in.
w: réwnaniu wymiany, modelu Leontiefa czy tez liniowym modelu produkcji),
w modelowaniu biologicznym, a takze — uzywanym praktycznie przez kazdego
internaute — algorytmie Page Rank.

1.2. Wstep teoretyczny

TWIERDZENIE 1 (TWIERDZENIE BROUWERA O PUNKCIE STALYM)
Jezeli X jest niepustym, domknietym, ograniczonym i wypuklym podzbiorem R,
a F: X — X odwzorowaniem cigglym, to istnieje takie x € X, ze F(x) = x.

DEFINICJA 2 (WARTOSC WELASNA, WEKTOR WLASNY)

Wektorem wlasnym kwadratowej macierzy A € R™*™ nazywamy taki niezerowy
wektor v, dla ktorego zachodzi Av = Av dla pewnego A € R.

Skalar A\ nazywamy wartoscig wlasna macierzy A odpowiadajaca wektorowi wias-
nemu v.

DEFINICJA 3 (WIDMO, PROMIEN SPEKTRALNY MACIERZY)
Widmem macierzy A € R™*" nazywamy zbior

o(A)={AeR:det(A—AI)=0}.
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Promieniem spektralnym macierzy A nazywamy liczbe
max {|A|: A€ o(A4)}.

DEFINICJA 4 (MACIERZ REDUKOWALNA )
Kwadratowg macierz A € R™"*" nazywamy redukowalna, jezeli za pomocg per-
mutacji odpowiednich wierszy i kolumn mozemy ja sprowadzi¢ do postaci gérnej
trojkatnej. To znaczy, ze macierz jest redukowalna, jezeli istnieje taka macierz
permutacji P, ze zachodzi:
T BC
prap-[2€],

gdzie B i D to macierze kwadratowe, a 0 to macierz zerowa.

DEFINICJA 5 (MACIERZ NIEREDUKOWALNA)
Macierz A nazywamy nieredukowalna, jezeli nie jest redukowalna.

Dysponujemy réwniez rownowazna definicja:

Méwimy, ze macierz A € R™*™ jest nieredukowalna, gdy dla kazdej pary (i,7j) €
N x N istnieje takie catkowite m > 0, ze (A™);; > 0, gdzie (A™) to m—ta potega
macierzy A.

PRZYKLAD 6

Macierz

[570]
600

| 102]

jest redukowalna. Natomiast macierz
[121]
216
1017

jest nieredukowalna.

DEFINICJA 7 (MACIERZ PRYMITYWNA)
Macierz A € R™"*™ o wyrazach nieujemnych nazywamy prymitywna, jezeli istnieje
taka liczba naturalna b, ze zachodzi (A%);; > 0.

UWAGA 8
Macierz prymitywna jest nieredukowalna.

DEFINICJA 9 (WEKTOR PRAWDOPODOBIENSTWA /STOCHASTYCZNY)
Wektorem prawdopodobienistwa nazywamy taki wektor v € R", ktérego wszystkie
wspblrzedne sg nieujemne i sumuja sie do jednosSci.

PrzykeAD 10
Wektorami prawdopodobienstwa sa wektory = = (1,0,0,0),y = (%, i, 0,0, i), ale

~1111)

nie sg nimi z = (172,0,0),11):( 111
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DEFINICJA 11 (MACIERZ MARKOWA /STOCHASTYCZNA /PROBABILISTYCZNA)
Kwadratowa macierz S € R"*™ nazywamy prawg (lewa) macierza Markowa, jezeli
wszystkie jej elementy to nieujemne liczby rzeczywiste, a elementy w kazdym jej
wierszu (kolumnie) sumuja sie do jednogci.!

PRZYKEAD 12

Macierz
100
oll
111
333

jest prawa macierza Markowa.

DEFINICJA 13 (LANCUCH MARKOWA)
FLancuchem Markowa nazywamy taki ciag wektoréw prawdopodobienstwa zg, x1,
Zg,..., ze zachodzi xp+1 = Mz dla pewnej lewej macierzy Markowa M.

Uwaga 14

FLancuchem Markowa jest wiec ciag zdarzen, w ktérym prawdopodobienstwo kazdego
zdarzenia zalezy jedynie od stanu poprzedniego. Lancuch Markowa to dyskretny
proces Markowa, czyli proces stochastyczny?, ktéry spetnia tzw. wlasnoéé Markowa:

IP)(AXvn—i-l = $n+1|XO = xOle =Ty, 7Xn = an) = ]P)(X’n—‘rl = $n+1|Xn = xn)7
gdzie Xy, X1, Xo, ..., X, to ciag zmiennych losowych.

TWIERDZENIE 15

Jezeli M jest macierzq Markowa, to istnieje taki niezerowy wektor v, dla ktorego
zachodzi Mv = v. To oznacza, zZe kazda taka macierz posiada wartoscig wiasng
rowng 1.

DEFINICIA 16
Powyzszy wektor v nazywamy wektorem stacjonarnym.

PRzYKEAD 17

W Krakowie kibice pitki noznej® solidaryzuja si¢ z Cracovia badz z Wista Krakéw
(dla uproszczenia pomijamy pozostale druzyny pitkarskie). Niech zg = (0,4;0,6)
(tzn. ze 40% kibicéw solidaryzuje sie z Cracoviag, a 60% z druzyna z drugiej
strony Blon). Kazdego roku 10% kibicéw Wisly zmienia zdanie i zaczyna kibicowaé
Cracovii, pozostali pozostaja wierni swojej druzynie. Analogicznie, kazdego roku
5% kibicéw opuszcza Cracovie i wybiera Wisle, a pozostali zostajg. Oznaczmy xy, =
(cr; wi) jako wektor przedstawiajacy preferencje kibicéw w k—tym roku. Zapiszmy
ten problem w postaci macierzowej:

Clk+1 _ 0, 95 07 1 Ck
W41 o 0,05 07 9 Wi
ITo oznacza, ze wiersze (kolumny) sa wektorami prawdopodobienstwa.
2Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych losowych indeksowang parametrem
t interpretowanym jako czas

3Ten przyklad jest uproszczeniem sytuacji panujacej w Mieécie Kréléw Polskich i nie ma na
celu nikogo urazié.
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Zachodza nastepujace réwnosci:
Ck+1 = 0, 95Ck + 0, ].U)k,

Wit1 = 0, 9wy + 0, 05¢y.

Przykladowo wyliczmy: 21 = (0,44;0,56), 22 = (0,474;0,526). Natomiast dla
duzych k wektor xj zmierza do (%, %) — jest to wektor stacjonarny.

DEFINICJA 18 (MACIERZ SASIEDZTWA)

Kwadratowa macierz A € R™*™ nazywamy macierza sasiedztwa, gdy a;; = 0 lub
a;; = 1. Macierz ta opisuje graf o n wierzchotkach.

DEFINICJA 19 (GRAF STOWARZYSZONY Z MACIERZA SASIEDZTWA)

Graf G(A) dla danej macierzy sasiedztwa A € R™ " jest definiowany jako graf
z n wierzchotkami (Ny, ..., N,,), dla ktérego istnieje krawedz skierowana z N; do
N; wtedy i tylko wtedy, gdy a;; # 0.

PrRzYKLAD 20

Dla macierzy:
0000
1010
0000
1010

N

N3*>N4

mamy nastepujacy graf:
Ny

DEFINICJA 21 (GRAF SILNIE SPOJNY)
Graf jest silnie spdjny, jezeli miedzy kazda para wierzchotkéw istnieje Sciezka
(niekoniecznie krawedZ skierowana).

PRZYKELAD 22
Graf

A——=B

C<~—D
jest silnie sp6jny. Graf z przykladu [20] nie jest silnie spéjny.
UWwWAGA 23

Macierz A € R™*™ jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy graf G(A) jest
silnie spdjny.
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2. Twierdzenie Perrona—Frobeniusa

TWIERDZENIE 24 (TWIERDZENIE PERRONA—FROBENIUSA)

Jezeli wszystkie wyrazy nieredukowalnej macierzy A € R™ ™ sq nieujemne, to
istnieje dokladnie jedna taka rzeczywista dodatnia wartosé wlasna tej macierzy
A > 0 (o krotnosci algebraicznej 1), Ze dla wszystkich innych wartosci wlasnych
W tej macierzy zachodzi || < A. Ponadto istnieje taki wektor wlasny stowarzyszony
z N\, zZe wszystkie jego wspolczynniki sq dodatnie.

Dowdd. Rozwazmy zbiér
C={(z1, - ,zn) €ER" : z; > 0}

oraz standardowy sympleks:

S:{(1:1,...795”)ER":xiZO,inzl}CC’.

i=1

Na sympleksie S definiujemy nastepujace odwzorowanie: T'(x) = (AI)_(‘;‘+1).
Zwrdéémy uwage, ze wyrazenie (Ax) - (1,1,...,1) jest rézne od zera na S, bo

macierz A jest nieredukowalna i o nieujemnych wyrazach (zadna jej kolumna nie
jest zerowa). Widzimy zatem, ze odwzorowanie T jest poprawnie okreslone i ciagle
jako iloraz odwzorowan ciaglych. Latwo réowniez zauwazy¢, ze T'(S) C S, poniewaz:

o wszystkie wspolczynniki macierzy A i wektora nalezacego do sympleksu z sg

nieujemne, a co za tym idzie — takze wektora Az, zatem réwniez wyrazenia
Az
(A2)-(L,1,..1)°

e suma wspoOirzednych wektora T'(x) jest réwna 1, poniewaz odwzorowanie
ZAi,lfi ZAt,nIi

mozemy zapisaé nastepujaco: T'(z) = | 5% cer, , a whe-

S A DD A

i=1j=1 i=1j=1

n
E 1]11

mow =1
EZ LT

dy tatwo widac, ze Z

S jest zbiorem niepustym, domknietym, ograniczonym i wypuklym, a T jest
odwzorowaniem ciaglym. Spelnione sa wiec zalozenia twierdzenia Brouwera o
punkcie stalym. Istnieje zatem taki punkt z, ze T'(z) = x, czyli (Ar)~(fl‘+»l) =ux,
a wiec:

Az = ((Az) - (1,1,...,1))z.

Pokazemy, ze kazdy punkt staly tego odwzorowania lezy wewnatrz sympleksu
— czyli wszystkie jego wspélrzedne sa dodatnie. Zalézmy dla dowodu nie wprost,
ze tak nie jest i  nalezy do pewnej éciany (n — 2)-wymiarowej S; lezacej naprze-
ciw wierzchotka e;. Przede wszystkim zauwazmy, ze punkt staly odwzorowania
T jest tez punktem staltym kazdego odwzorowania TV. Ale wiemy, ze macierz
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A jest nieredukowalna, wiec istnieje takie N, ze AN # 0, zatem zachodzi réwniez
TN(S;) ¢ S;. To pokazuje, ze punkt staly nie moze leze¢ w wnetrzu tegoz sym-
pleksu. Analogicznie traktujemy (n—k)—wymiarowe krawedzie dla k € {3,...,n—1},
a takze w koncu wierzchotki: e; nie moze by¢ punktem stalym, gdyz istnieja
N i j takie, ze AN ; # 0. Stad otrzymujemy sprzecznoé¢: jezeli T'(z) = z, to
x ¢ 0S. Wiemy w1@c z tego, ze wszystkie wspolrzedne wszystkich punktéw statych
naszego odwzorowania sa dodatnie.

Najwieksza dodatnia wartoscia wtasna, ktorej stowarzyszonym wektorem wlas-
nym jest z, otrzymujemy nastepujaco:

Amaz = max{(Az) - (1,1,...,1), z = T(z)}.
Okreslmy teraz odwzorowanie L: S — R ponizszym wzorem:
L(z) = max{s € Ry : sz < Az},

gdzie przez relacje < rozumiemy poréwnywanie wspélrzednych. Okreslmy ponadto
macierz P := (I + A)?, gdzie g € N jest dobrane tak, ze P jest macierza dodatnia.
Z okreSlenia L wiemy, ze L(rz) = L(z) dla kazdego niezerowego r. Jezeli z < y
(poréwnujemy wspotrzedne wektoréw), to Pz < Py oraz PA = AP. Czylidla sz <
Az zachodzi sPz < PAz = APz, a to implikuje L(z) < L(Pz). Wiemy réwniez,
ze obraz S przez P jest zwarty (jako obraz zwartego zbioru przez odwzorowanie
ciagle) 1 wszystkie elementy P sa dodatnie. Funkcja L jest ciagla na P(S), czyli
osiaga maksimum na P(S) — powiedzmy Ly,q.. Poniewaz zachodzi L(z) < L(Pz)
i wiemy, ze L(z) < L(Pz) (chyba zZe z jest wektorem wlasnym A), wnioskujemy,
7€ Lpae jest osiagalne w wektorze wlasnym x, a L., to warto$¢ wlasna.

WezZmy teraz wektor wlasny w macierzy A i stowarzyszong z nim wartos¢
wlasng p. Jako |w;| oznaczamy j-ta wspélrzedna wektora w. Przeprowadzamy
nastepujace proste oszacowanie:

llw]; = |pwi| = > Aijw; | < Aijllwg] =Y Asjlws| = (Afw])s.
i J i

Pokrétce mozemy zapisaé, ze |u||lw| < Alwl|, czyli — wracajac do okreSlenia L
— otrzymujemy, iz u < L(|ly|) < Lypae. Poniewaz zachodzi Lyee = Amaz, tO
otrzymujemy |u| < Anaz-

Teraz udowodnimy, ze A4 ma krotnoscig algebraiczna 1. Zauwazmy naj-
pierw, ze jezeli pochodna wielomianu charakterystycznego macierzy A (w punkcie
Amaz) jest rézna od zera, to oczywidcie A4 nie jest pierwiastkiem dwukrot-
nym tego wielomianu, czyli ma krotnoscia algebraiczng rowniez 1. Rozwazmy wiec
A (nasza kwadratowa macierz z zalozenia) i C' — diagonalna macierz takich samych
wymiaréw, co A, z wartoSciami Aqp,...,\, na diagonali. Korzystajac z metody
Laplace’a liczenia wyznacznika macierzy latwo zobaczyé¢, ze ai)\idet(C —A) =
det(C; — A;), gdzie A; oznacza macierz utworzona przez wykreslenie i-tej kolumny
i i—tego wiersza, tak samo C;. Kladac \; = X i korzystaac z reguly Leibniza mamy,

ze 9
o, Z det (A Ay).
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Poniewaz kazda z macierzy Apq.l; — A; ma dodatni wyznacznik, to pochodna
wielomianu charakterystycznego macierzy A po Apq. (W punkcie Apq.) jest wiek-
sza od zera, czyli A\jq ma krotnosé algebraiczna 1.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze majac |u] < A i krotno$é algebraiczna 1
wartodci wlasnej A (czyli p # A) otrzymujemy |u| < A, co juz koniczy dowdd.

UWAGA 25
Od tego momentu A oznaczaé¢ bedzie najwieksza rzeczywista wartos¢ wlasna dla
aktualnie rozwazanej macierzy.

UwAGA 26
Jezeli macierz A spelnia zalozenia twierdzenia Perrona—Frobeniusa, to istnieje
dokladnie jeden stochastyczny wektor wlasny x = (x1,...,2,) tej macierzy sto-

warzyszony z wartosciag wlasna A.

UwAGa 27

Zauwazmy, ze jesli macierz A spelnia zalozenia twierdzenia Perrona—Frobeniusa
i jesli dodatkowo A jest macierza Markowa, to wektor x z tezy twierdzenia jest
wektorem stacjonarnym procesu Markowa. Dzigki temu twierdzeniu otrzymujemy
dodatkowo jego jedynosc.

WNIOSEK 28

Jedli macierz A € R™ ™ jest stochastyczna i nieredukowalna, to promiern spek-
tralny tej macierzy wynosi 1 i istnieje dokladnie jeden dodatni stochastyczny wektor
wlasny © = (x1,...,x,). Ponadto, x = %kli}ngo Ake, gdzie e = (1,...,1).

3. Zastosowania

3.1. Rankingi

Metod i podstaw do tworzenia rankingéw sa krocie, tak samo jak wynikéw
tych rankingéw utworzonych z réznych metod. Sa przydatne nie tylko w réznego
rodzaju zawodach, lecz takze w dyskusjach i sytuacjach, gdy cigzko o bezposred-
nie poréwnanie. Na przyklad: gracz A wygral z graczem B i C, gracze B i C
zremisowali, w zwigzku z czym gracze B i C maja tyle samo punktow, ale ktoryz
z nich lepiej sie zaprezentowal. Z kolei jesli gracz A wygrywa z B, gracz Bz C, C
wygrywa z A, to nie ma da sie ustali¢ porzadku. Zachodza réwniez sytuacje, gdy
gracze rozegrali nieréwne ilosci walk, co powoduje trudnoéci w ustaleniu pozycji
rankingowej i sposobie oceny.

Jednakze, niezaleznie od metody i celu sporzadzania rankingu, najpierw musimy
mie¢ elementy, ktére chcemy uporzadkowaé¢. My postuzymy sie piecioma dowci-
pami matematycznymi, z uzyciem ktorych zostato przeprowadzone pewne badanie
statystyczne. Oto one:

1. Idzie Jezus przez pustynie z Apostolami i naucza:
~Zycie jest jak y = x? + 6z — 9.
—Ej, ale o co mu chodzi? — pyta Tomasz Jana.
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—Nie wiem, to chyba jaka$ parabola.

2. Do baru The Legends wchodzi nieskonczenie wiele matematykéw.
Pierwszy zamawia piwo.
Drugi zamawia p6t piwa.
Trzeci zamawia ¢wieré piwa.
Barmanka ktadzie na barze 2 piwa i méwi:
—Panowie, znajcie swoje granice!

3. Olimpiada odbywala si¢ na kwadratowym stadionie. Niestety poprzedniemu
zlotemu medali$cie w biegu na 400 m zawody nie poszly i zajal dopiero 7
miejsce.

—Co sig stalo? — pyta dziennikarz.
—Nie jestem w formie kwadratowe;.

4. Trzech ludzi lecialo balonem nad pustynia, ale stracili orientacje i postanow-
ili dowiedzie¢ sig, gdzie si¢ znajduja. Obnizyli lot i widzac na dole czlowieka
zapytali:

— Czy moze nam pan powiedzieé, gdzie jesteSmy?

— W balonie — odpowiedzial cztowiek na ziemi.

— Pan zapewne jest matematykiem.

— A 7 czego panowie wnioskuja?

— Podat pan odpowiedz prawdziwa, precyzyjna i zupelnie bezuzyteczna.

— A panowie zapewne sg inzynierami.

— A skad taki wniosek?

— Po pierwsze: nie macie pojecia, gdzie jestescie i jak sie tam znalezliScie; po
drugie: prosicie o pomoc matematyka, a po uzyskaniu odpowiedzi dalej nic
nie wiecie i winicie za to matematyka.

5. —Jaki jest obraz piwa?
—Imbir.

Badanie statystyczne dotyczace powyzszych dowcipéw zostalo przeprowadzone
na pieciu osobach, dysponujacych wystarczajaca wiedze matematyczna, by zrozu-
mie¢ powyzsze zarty. Kazdy mial do wykonania 2 zadania. Pierwsze polegalo na
ocenie 4 ,pojedynkéw dowcipéw', tzn. zdecydowaniu, ktéry z dwéch dowcipéw
jest lepszy (co pytana osoba rozumie pod tym pojeciem, jest kwestia indywidu-
alna). Pojedynki byly wyznaczone dla kazdej osoby w sposéb losowy, ale tak, aby
kazde dwa dowcipy rozegraly dwie walki. Ostatecznie kazdy dowcip walczyt 4 razy,
wiec zostalo przeprowadzone w sumie 20 pojedynkéw. Drugie zadanie polegalto
na uszeregowaniu dowcipéw od najlepszego do najgorszego, przy czym najlepszy
dostawal 5 punktéw, drugi z kolei — 4, trzeci — 3, czwarty — 2, a ostatni tylko
1. Wyniki zostaly zebrane w ponizszych tabelach.

Wyniki pojedynkéw z zadania 1 (wygrane i—tego gracza sa wypisane w i—tym
wierszu) to:



[20]

B.Ciesielska, A.Kowalczyk

123453
1[X|0]o0]0|1]1
22 [X[0]0[1][3
321 [X[0][1]4
a2 22X [1]7
50111 ]|1]|X]4

Ranking wedlug sumy uzyskanych punktéw w zadaniu 1 wyglada tak:

1 | v; | Pozycja rankingowa 1
1] 1 5
213 4
3|4 2
417 1
5| 4 2

7 kolei wyniki drugiego zadania i ich ranking wyglada nastepujaco:

i | v; | Pozycja rankingowa 2
1] 8 5
2|13 4
3|18 1
4116 3
5| 17 2

Na podstawie tabeli z zadania 1 tworzymy macierz A. I tu juz pojawia sie
pierwsza trudno$¢, poniewaz istnieje wiele mozliwosci okreslenia tej macierzy. Oto
kilka popularnych sposobéw uzywanych na okreslenie wyrazu a;:

ai; — ilo$¢ sytuacji, w ktérych dowcip ¢ pokonal dowcip 7,
a;; = SS#, gdzie S;; — punkty, ktére 7 zdobylo w pojedynku przeciwko j,
33 +55

Sij+1

aij = 51553 gdzie Si; — punkty, ktére ¢ zdobylo w pojedynku przeciw-
i3 +S5

ko 7,

aij =nh (%) , gdzie S;; — punkty, ktére i zdobylo w pojedynku przeciwko

ji he) = L+ Lsgu(e — 1) /2o — 1.

My w dalszych rozwazaniach bedziemy korzystaé z pierwszego sposobu. Ponie-
waz ta metoda rankingowa ma na celu skorzystanie z twierdzenia Perrona—Frobe-
niusa, musimy zadbaé, zeby zalozenia byly spelnione. W zwiazku z tym dopisu-
jemy jedynki na diagonali (nie zmieni to ogélnosci rankingu), aby macierz A byla
nieredukowalna. Otrzymujemy macierz:

10001
21001
A=121101
22211
11111
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Najwigksza warto$é¢ wlasna A macierzy A wynosi A =& 4,02, natomiast stochasty-
czny wektor wlasny v stowarzyszony z A wynosi w przyblizeniu:

v~ (0,17;0,28;0,37;0,71;0,51).

Wartosci te pomoga nam w stworzeniu trzeciego rankingu: im wyzsza wartosc¢ i—tej
wspblrzednej wektora wlasnego, tym wyzej i—ty dowcip bedzie w naszym zestaw-
ieniu. Rankingi jeden i dwa beda wyznaczone za pomoca zadan 1 i 2 z badania
statystycznego. W pierwszym rankingu dowcip otrzyma tyle punktéw, ile wygratl
pojedynkéw. Natomiast w drugi ranking polegal bedzie na zsumowaniu punktow
uzyskanych przez poszczegdlne dowcipy podczas 2 zadania wykonywanego podczas
ankiety. Kazda z tych metod wydaje sie rozsadnym sposobem wyboru najlepszego
dowcipu.

Wyniki uzyskane w zadaniu pierwszym przez pryzmat twierdzenia Perrona—
Frobeniusa i trzeci ranking przedstawiaja sie jak nizej:

1 v; Pozycja rankingowa 3
1] 0,17 5)
210,28 4
30,37 3
410,71 1
510,51 2

Poréwnanie jest przedstawione w ponizszej tabeli:

1 | Pozycja rankingowa 1 | Pozycja rankingowa 2 | Pozycja rankingowa 3
1 5 5 5

2 4 4 4

3 2 1

4 1 1

5 2 2 2

Jak widaé, roznice w uzyskanej pozycji nie sa znaczne, dotycza tylko pier-
wszych trzech miejsc, a réznice wskaznikdéw v; sa w paru przypadkach niewielkie.
Warto jednak zauwazy¢, ze probka statystyczna byta mata — wynosita tylko 10
os6b. Widzimy jak latwo manipulowaé ostatecznymi wynikami rankingu — wystar-
czy postuzy¢ sie innym systemem liczenia.

Warto wspomnieé jeszcze o jednej modyfikacji macierzy pojedynkéow A. Rozwazmy
macierz R = aA+ (1 — «)E dla a € (0,1) oraz:

U1 U1 U1 U1 U1
V2 V2 V2 U2 V2
E=|vsvgvgvzus |,
Vg Vg Vg Vg4 Vg
Vs Vs Us Uy Vs
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gdzie vi + v9 + v3 + v4 + v5 = 1. Liczba v; ma opisywaé ,jako$¢ i—tego dow-
cipu. Wystarczy rzuci¢ okiem na ta modyfikacje, aby zobaczy¢, jak bardzo — w za-
lezno$ci od dobrania wag v; i definicji ,,jakosci" — r6znityby sie wyniki rankingu...

3.2. Power Control Problems

Nastepnym zastosowaniem tytulowego twierdzenia sa tzw. problemy kontroli
sity. Aby lepiej zobrazowaé to zagadnienie, wyobrazmy sobie, ze jestesmy w kaw-
iarni ze znajomymi. Chcemy rozmawia¢ na komfortowym poziomie gtosnosci. Jed-
nakze hatas dochodzacy z naszego stolika powoduje, ze ludzie przy innych stolikach
prowadza swoje rozmowy glos$niej, aby lepiej siebie rozumieé. To z kolei powoduje,
ze poziom glognosci przy naszym stoliku wzrasta — i tak dalej... (oczywiscie pomi-
jamy halasy postronne). Chcemy zatem znalezé takie optymalne dodatnie poziomy
gloénosci P; dla kazdego stolika, aby wszystkie osoby w kawiarni mogly sie bez
problemu porozumiewaé¢ w obrebie stolika, przy ktérym siedza.

Matematycznie rzecz ujmujac — chcemy, aby zachodzily ponizsze nieréwnosci:

)

> Gijb;
ey

>y, t=1,2,...,m,

gdzie danymi sa:
e liczba stolikéw (m > 0),

o akceptowalny stosunek glo$noéci rozmoéw stolika ¢ do halasu z innych sto-
likéw, ktory dochodzi do stolika i (y; > 0),

o dodatni wskaznik G; ; ostabienia dzwigku dochodzacego ze stolika j do sto-
lika ¢ (np. warto$¢ wskaznika G;; wynoszaca % oznacza, ze przy poziomie
gloénosci a stolika j, stolik ¢ bedzie styszal rozmowy stolika j na poziomie

glodnosci 2a).

Chcemy, aby stosunek glosnosci byl wiekszy badz réwny akceptowalnemu sto-
sunkowi glosnoéci. Jezeli 6w stosunek jest mniejszy niz wartosé -;, oznacza to, ze
ludzie siedzacy przy stoliku ¢ nie moga siebie ustysze¢ posréd wszystkich odglosow
w kawiarni.

Po przemnozeniu przez wartos¢ mianownika, dostajemy:

’}/10 0 0 GLQ...GLm P1 P1
O’}/Q 0 G2,1 0 ~-~G2,m PQ < P2
RN N S VR I I I
0 0'7m Gm,le,2~-~ 0 Pm Pm
N——
A P

Relacja < rozumiemy jako poréwnywanie odpowiednich wspélrzednych wek-
torow. Oznaczmy przez A wymnozone przez siebie dwie pierwsze macierze. Macierz
ta jest prymitywna (wystarczy k = 2), a wiec redukowalna. Wszystkie jej elementy
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sg nieujemne. W tym wlasnie momencie przychodzi nam z pomoca twierdzenie
Perrona—Frobeniusa. Méwi nam ono, ze istnieja taki wektor Py o wyrazach dodat-
nich i taki dodatni skalar A, ze APy = AP\. Zauwazmy, ze nieréwno$¢ AP < P
zajdzie dla P = Py wtedy i tylko wtedy, gdy A bedzie mniejsze badz réwne jed-
nosci.

Musimy jeszcze tylko znalezé akceptowalne ograniczenie dla v; — uzyskamy je
przy pomocy twierdzenia Siemiona Gerszgorina.

TWIERDZENIE 29 (TWIERDZENIE GERSZGORINA)

Niech A € R™ ™ bedzie macierzq o wyrazach a;j. Niech R; = 3 ., lai;| dla
i =1,...,n. Innymi stowy, R; to suma modulow wyrazéw danego wiersza, ktore
nie lezg na diagonali. Wtedy kazda warto$é wlasna A\; macierzy A zawiera sie w
sumie kazda D(ay, R;) C C o $rodkach w a;; i o promieniach R;. Tzn. zachodzi:
[Xi — aii| < R;.

Aby lepiej zobrazowaé powyzsze twierdzenie pomocnicze, wezmy na przyktad

warto$ci wlasne macierzy A = [Z 1}, ktérymi sa —1 i 5. Leza one w koncach

D(3,2) oraz D(1,4).
Stosujac to twierdzenie do rozwiazania naszego problemu, dla i = 1,..
otrzymujemy:

.,m

A — aii] = || < ZRi = Z|aij| = %‘ZGm’-

i#] i#] i#]

Chcemy, by dla kazdego i zachodzilo |A\;| < 1. Naturalne jest wiec, aby ustalié
akceptowalne ograniczenie dla ~; jako: v; < L —.
it i,J

Podsumowujac: jesli promien spektralny macierzy A bedzie mniejszy od jed-
nosci, wtedy wektor wlasny P rownania APy = AP spelni nieréwnos¢ APy < Py
jako wektor optymalnych pozioméw glosnosci dla kazdego stolika. Dodatkowo,

rozwigzanie to jest wlasciwe tak dlugo, jak ; nie przewyzszy poziomu ﬁ

Gij’
itj o 0d
Jezeli poziom ten zostanie przekroczony, wéwczas nie mozemy by¢ pewni, czy nasze

rozwigzanie sie sprawdzi. Warto wtedy pomy$leé¢ o zmianie konfiguracji stolikéw.

3.3. Modelowanie populacji — model Lesliego

Modele populacji roslin, zwierzat czy tez ludzi sa typowymi przykladami nieu-
jemnych systeméw dynamicznych, w ktérych zmienne polozenia reprezentuja bio-
mase, gestos¢ lub liczebno$¢ populacji. Wiele modeli, szczegdlnie te opisujace
drapieznictwo, konkurencje i symbioze pomiedzy gatunkami, ma postaé¢ nielin-
iowa — w takich przypadkach potrzebne sa specyficzne narzedzia. Wartym uwagi
wyjatkiem jest model Lesliego opisujacy ewolucje populacji w czasie, w ktérym
wskazniki plodnosci i przezycia poszczegdlnych jednostek sa $cisle zalezne od ich
wieku.

W modelu Lesliego czas jest dyskretny, wyznaczajac sezon reprodukcji (najczesciej
rok w przypadku ssakéw). Zmienne x1(t), x2(t), ..., z,(t) beda tu opisywaé liczba
samic (moga to by¢ tez jednostki lub pary) w wieku 1,2, ..., n na poczatku roku t.
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W najprostszym mozliwym przypadku proces starzenia mozna opisa¢ ponizszym
réwnaniem:
Zi_;,_l(t + ].) = Szfﬂl(t), 1= 1,2, ey, — ].,

gdzie s; > 0 to wspélezynnik przezycia w wieku i (ta czesé samic w wieku 4, ktéra
przezyje przynajmniej rok). Pierwsze réwnanie stanu bierze pod uwage proces
reprodukc;ji:

l‘l(t + 1) = So(flxl(t) + fzxg(t) + ...+ fnl‘n(t)),

gdzie sp > 0 to wspOlczynnik przezycia podczas pierwszego roku zycia, f; > 0 to
wskaZnik plodnosci samic w wieku ¢ (Srednia liczba samic urodzona z kazdej samicy
w wieku 7). Te réwnania, zaproponowane przez Lesliego, prowadza do nieujemnego
liniowego modelu autonomicznego:

z(t+1) = Ax(t),
gdzie macierz A (nazywana macierza Lesliego) przedstawia sie nastepujaco:

s0f1 80f2 ... Sofn—1 Sofn

s, 0 ... O 0
0 s 0 0
0 0 . Sp—1 O

Mimo ze model Lesliego wydaje sie by¢ bardzo prosty, jest czesto uzywany do
przeprowadzania prognozowania demograficznego:

z(k) = A*z(0)

przy znanym stanie poczatkowym x(0).

Skomentujmy jeszcze uzytecznosé powyzszego modelu. W modelach Lesliego
wskazniki plodnoéci i przezycia zaleza tylko od wieku. W rzeczywistosci jest
to prawda pod warunkiem, ze kazda klasa wiekowa nie jest zbyt liczna. Fakty-
cznie, jesli tylko liczebnos¢ danej klasy rosnie, pojawiaja sie sytuacje, w ktorych
wskaZniki ptodnosci lub przezycia ulegaja redukeji (na przyklad, utrudnione jest
znalezienie pozywienia lub przestrzeni do reprodukcji, z drugiej strony latwiej
o rozprzestrzenianie sie epidemii, itd.). To oznacza, ze modele Lesliego dobrze
nadaje sie do opisu dynamiki populacji skazanych na wymarcie — tj. charakteryzu-
jacych sie malymi wartoSciami x;(t) — mozemy dla nich przyjaé, ze ich wskazniki
plodnosci/przezycia sa stale w czasie. Modele Lesliego sa réwniez bardzo skuteczne
w krétkoterminowym prognozowaniu rosnacych populacji. Wzbogacenie wiedzy na
temat dynamiki populacji zwierzat jest wazne z uwagi na sformutowanie odpowied-
nich regulacji, np. dotyczacych polowan.

Badajac wlasnosci macierzy Lesliego mozemy zauwazy¢, ze jest ona nieu-
jemna i jesli f, > 0, to jest rowniez nieredukowalna. Mozna wiec zastosowaé¢ do
niej twierdzenie Perrona—Frobeniusa. Znormalizowany wektor wlasny dla macierzy
Lesliego (stowarzyszony z \) jest nazywany stabilng strukture wiekowa — jest to
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z grubsza asymptotyczna dystrybucja wieku w czasie. Jego wspolrzedne odpowia-
daja udzialom poszczegdlnych klas wiekowych w calej populacji. Natomiast A
mozemy interpretowaé jako asymptotyczna stope wzrostu populacji — stope wzrostu
w stanie stabilnej struktury wiekowej. Da nam to informacje o tym, czy dana popu-
lacja bedzie rosta bez ograniczenia (A > 1), ulegnie wymarciu (A < 1) czy bedzie
dazy¢ do stanu réwnowagi (A = 1).

Rozwazmy macierz Lesliego zdefiniowana powyzej z f, > 0 i oznaczmy wektor
wlasny odpowiadajacy A jako xzx > 0. Wtedy zachodzi

AR —\Fp 0,

gdy k — oo, gdzie P; jest projekcja na jednowymiarowa podprzestrzen rozpieta
przez xy.

Zauwazmy, ze w wielu modelach lepiej jest dzieli¢ populacje nie na réwne
klasy wiekowe, ale na tzw. grupy stanéw (ang. stage groups). Taki typ modelowa-
nia jest czesto uzywany w przypadku gatunkéw diugowiecznych, poniewaz dane
dla konkretnych grup wiekowych nie s dostepne, a jednostkowe klasy wiekowe
dla gatunkéw zyjacych (jak czarne niedZwiedzie) np. do 30 lat, skutkowalyby
macierzami 30 x 30. Jako przyktad 4 rozwazmy dzika populacje czarnych niedzwiedzi
w stanie Virginia w latach 1994-1999. Analiza statystyczna prowadzi do nastepu-
jacych danych zebranych w ponizszej tabeli.

Klasa wiekowa [lata] | $redni wskaznik reprodukeji | $redni wskaznik przezycia
01 0 0.8
12 0 0,75
23 0 0,71
3-4 0,28 0,84
41 widz cej 0,58 0,34

Macierz Lesliego dla powyzszych danych (okazala sie skuteczna w analizie
przeprowadzonej przez biologéw) przedstawia sie nastepujaco (przyjmujemy, ze
So = 1)

0 0 0 0,280,58
0,80 0 0 0 O
0 0,79 0 0 O
0 0 071 0 O
0 0 0 0,840,84

Zwroéémy uwage, ze powyzsza macierz rézni sie od klasycznej postaci macierzy
Lesliego — wyraz as 5 jest niezerowy i przyjmuje wartoé¢ wskaznika s,, przezywal-
nosci ostatniej (doroslej) grupy. Wynika to wladnie z podzialu populacji na grupy
stanow.

Dla rozwazanego przypadku A\ wynosi okolo 1,04. Znormalizowany wektor
wlasny stowarzyszony z A ma postaé¢ z ~ (0,23;0,18;0,13;0,09;0,37). Populacja
bedzie zatem rosnaé¢ i dazy¢é do rozkladu zadanego przez poszczegdlne wyrazy
wektora x.

4Za: [7].
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3.4. Page Rank

Algorytm Page Rank, opatentowany przez dwéch doktorantéw Uniwersytetu
Stanforda w 1998, Larry’ego Page’a oraz Sergey’a Brina, ma na celu okreslenie
,wartosci" stron internetowych i sporzadzenie ich rankingu. Podstawowa wersja
algorytmu sprowadza sie do skorzystania z twierdzenia Perrona—Frobeniusa w
analogiczny sposéb, jak w przypadku naszego rankingu dowcipéw. Tym razem w
macierzy A jako ,wygrana" bedziemy okresla¢ istnienie odnosnika z jednej strony
do drugie;j.

DEFINICJA 30 (MACIERZ GOOGLE’A)

Macierza Google’a nazywamy macierz G = dS + (1 — d)E, gdzie: 0 < d < 1
to wspolezynnik tlumienia/znudzenia (ang. damping factor), S to lewa macierz
Markowa, otrzymana z macierzy sasiedztwa danego grafu przez przeskalowanie,
E = (eij), gdzie ¢;; =  dla kazdego 1, j.

UWAGA 31 (O WSPOLCZYNNIKU TLUMIENIA /ZNUDZENIA )

Wedhug Brina i Page’a, ,,0 algorytmie PageRank mozna mys$le¢ jak o modelu za-
chowan uzytkownika Internetu. Zakladamy, ze istnieje losowy uzytkownik, ktéry
klika na linki, nigdy si¢ nie cofajac. Jednak w pewnym momencie nudzi si¢ tym
zachowaniem i zaczyna od innej, losowej strony. Prawdopodobienstwo, ze ten
przypadkowy uzytkownik odwiedzi jakas strone to jej PageRank. Wspolczynnik
ttumienia, to prawdopodobienstwo, ze ten uzytkownik znudzi sie i zazada innej,
losowej strony. Jedna z waznych zmian to dodanie wspoétczynnika d do pojedynczej
strony badz do grupy stron. To pozwala na personalizacje obliczen i czyni wrecz
niemozliwym, by system zostaé¢ celowo zmylony, w celu uzyskania wyzszej pozycji
w rankingu. Oczywidcie, istnieje wiele innych rozszerzen algorytmu PageRank". °

UwAGA 32 (O WSPOLCZYNNIKU TLUMIENIA /ZNUDZENIA)
Wedlug Brina i Page’a, ,,do obliczen przyjmuje si¢ zazwyczaj wspotczynnik d rowny
0,85".

UWwAGA 33

Page i Brin potraktowali model zachowaé uzytkownika Internetu jako proces stocha-
styczny, na podstawie ktérego zdefiniowali macierz Google’a bedaca macierza
Markowa. W zwiazku z tym stacjonarny wektor wlasny stowarzyszony z maksy-
malng wartoéciag wlasna, na podstawie twierdzenia Perrona—Frobeniusa, jest je-
dyny. Mozemy zatem utozsamia¢ go z pozycje rankingowa.

DEFINICJA 34 (ROWNANIE PAGERANK)
Réwnaniem PageRank nazywamy réwnanie:

Gv =,

gdzie v to wektor wlasny macierzy G.
W rozwinietej formie réwnanie PageRank przedstawia sie nastepujaco:

[dS+ (1 —d)Elv =v.

5Za: [10].
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PRZYKEAD 35

Rozwazmy 3 strony internetowe — A, B i W, gdzie A jest polaczone z B i W (do
strony A mozemy doj$¢ ze strony B lub ze strony W), Bz W, a W z A. ZnajdZzmy
ranking PageRank, jesli d = 0,9.

Graf dla tej sytuacji zostal przedstawiony ponizej.

A<—B

AN

w
FLatwo zauwazyc¢”, iz macierz sgsiedztwa tego grafu to:
011]
A=1001{,
100 ]

a z kolei otrzymana z niej macierz stochastyczna wyglada nastepujaco:

S:

= O O
(e} SIEESIES

1
0
0

Wéwezas macierz Google’a przedstawia sig jak ponizej:

011 1-d 1-d 1-d
G*d 00% 1§d 1§d lﬁd
02 T B B
100 =55 5
Podstawiajac d, uzyskujemy
1 14 29
30 15 68
I I
““lavo
15 30 30

I obliczamy, zgodnie z réwnaniem PageRank, wektor wlasny v macierzy G zwiazany
z najwieksza wartoscia wlasna tej macierzy: A = 1. Wektor ten wynosi v ~
(0,4;0,21;0,39), co znaczy, ze najwieksza wartos¢ PageRank ma strona A. Wynik
mozna ten interpretowaé w nastepujacy sposéb: przez okoto 40% czasu przypad-
kowy uzytkownik odwiedza strong A albo: z prawdopodobienistwem prawie 40%
przypadkowy uzytkownik trafi na strong A.

3.5. Inne zastosowania

Ponizej wymienimy i pokrétce opiszemy inne zastosowania twierdzenia Perrona—
Frobeniusa.

« Epidemiologia:
Wartos¢ wlasna z twierdzenia Perrona—Frobeniusa determinuje tzw. prog
Kermacka-McKendricka w pewnych modelach epidemiologicznych.
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¢ Modelowanie ekonomiczne:

— Model Input—Output Leontiefa:
ukazuje zaleznoéci pomiedzy réznymi galeziami gospodarki. Szukamy
takiego minimalnego wektora zaopatrzenia, ktory zaspokoi dany popyt
na rynku.

— Prawo Walrasa o réwnowadze rynkéw konkurencyjnych:
rownowaga cenowa jest tu zdeterminowana przez wartos¢ wlasng macierzy
danego problemu

¢ Topologia niskich wymiaréw: twierdzenie Perrona—Frobeniusa jest wazne
dla klasyfikacji Thurstona homeomorfizméw powierzchni.

o Iteracyjna analiza macierzy:
Twierdzenie Steina-Rosenberga wykorzystuje twierdzenie Perrona—Frobeniusa
do poréwnania wskaznikow zbieznosci dwoch metod iteracyjnych uzywanych
do rozwiazywania réwnan liniowych — sa to metody Gaussa—Seidela oraz Ja-
cobiego.
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