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Pawet Wajcik!
O izometriach liniowych oraz punktach
ekstremalnych?

Streszczenie. W tej pracy rozwigzemy i uogélnimy znane zadanie dotyczace
izometrii liniowych traktowanych jako punkty ekstremalne domknietej kuli
jednostkowej w przestrzeni operatoréow.

Abstract. In this paper we solve and generalize the known task which is
related to linear isometries. We consider those isometries as extreme points
of the closed unit ball in the space of operators.

1. Wstep

Wszystkie zagadnienie opisywane w tym artykule dotycza analizy funkcjon-
alnej i algebry liniowej. Potrzebne informacje mozna odszukaé¢ w ksiazkach [I],
[2]. Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywista przestrzenia unormowana (do korica pracy
rozwazamy tylko przestrzenie rzeczywiste). Niech X* oznacza zbiér wszystkich
funkcjonatéw liniowych i ciaglych.

Niech A C X bedzie niepustym podzbiorem. Punkt e € A nazywamy punktem
ekstremalnym zbioru A, jesli z réwnosci e = (1 — t)z + ty dla pewnego t € (0,1)
oraz pewnych xz,y € A, wynika z = y = e. A wiec punkt e jest punktem ekstre-
malnym zbioru A, jesli nie lezy wewnatrz zadnego odcinka taczacego punkty ze
zbioru A (za wyjatkiem odcinka "trywialnego", redukujacego si¢ do zbioru jedno
elementowego {e}).

Punkt h € A nazywamy punktem eksponowanym domknietej kuli jednostkowej
Kx, jedli istnieje funkcjonal f € X* taki, ze || f|| = 1 oraz dla kazdego x € Kx\{h}
zachodzi nier6wno$é f(xz) < 1. Zatem h jest punktem eksponowanym domknietej
kuli jednostkowej K x, jesli istnieje hiperplaszczyzna styczna do sfery jednostkowej
tylko w punkcie h.
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Latwe jest do sprawdzenia, ze punkt eksponowany (domknigtej kuli jednos-
tkowej) jest takze punktem ekstremalnym (domknigtej kuli jednostkowej). Odwrot-
na implikacja nie jest prawdziwa.

Przestrzen unormowana nazywamy Scisle wypuklq, jesli dla wszystkich z,y €
X, z warunkéw ||z < 1, |ly|| < 1, t € (0,1) oraz ||(1 — t)z + ty|| = 1 wynika, ze

2. Dwa rézne rozwigzania pewnego zadania

W ksiazce [3] na stronie 101 znajduje sie nastepujace zadanie: "Niech H bedzie
przestrzenia Hilberta. Wykazaé, ze kazda izometria U w L(H) jest punktem ekstre-
malnym domknietej kuli jednostkowej w L(H)." Autor ksiazki [3] podaje réwniez
nastepujaca wskazdwke: "uzasadnié, ze jesli U = (1 — t)A + tB oraz ||z|| = 1, to
Ur = Az = Bzx".

Postepujace zgodnie z ta wskazéwka, mozemy powyzsze zadanie nawet wz-
mocnié, formulujac (a nastepnie dowodzac) ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.1

Niech XY bedq przestrzeniami unormowanymi. Niech' Y bedzie przestrzeniq $cisle
wypukle. Zaldzmy, ze operator U € L(X,Y) jest izometrig. Wowcezas U jest punk-
tem ekstremalnym kuli jednostkowej w przestrzeni L(X,Y).

Dowdd. Zatézmy, ze U = (1 — t)A+tB dla pewnego t € (0,1) i dla pewnych
A,Be L(X;Y) spelniajacych nieréwnodci | A|| < 1, | B|| < 1. Ustalmy x € X taki,
ze ||z|| = 1. Wéwezas 1=|jz||=||Uz| =||(1 —t)Az+tBz| < (1—1t)||Az| +t||Bx| <
(1—t)+t=1. Oznacza to, ze 1=||(1—t)Az+tBx| oraz ||Az| <1, ||Bz| <1. Skoro
przestrzen Y jest $cisle wypukla, to Ax = Bx. WykazaliSmy, ze operatory A, B
sa réwne na sferze jednostkowej, a zatem sa réwne. Stad otrzymujemy réwnosci
U = A= B, ktére koricza dowdd. |

Natomist unikajac stosowania wskazéwki z [3], mozemy zadanie rozwigzaé inaczej
(ale przy dodatkowym zalozeniu, ze przestrzen Hilberta jest skoriczenie wymia-
rowa).

TWIERDZENIE 2.2

Niech H bedzie n—wymiarowq przestrzeniq Hilberta. Zalozmy ponadto, Ze operator
U € L(H) jest izometrig. Wowczas U jest punktem eksponowanym kuli jednos-
thowej w przestrzeni L(H).

Dowdd. Ustalmy dowolnie baza ortonormalna {ey,...,e,} w H. Wowczas
{Uey,...,Uey} jest réwniez baza ortonormalna w H. Nastepnie zdefiniujmy fun-
n n
kcjonal f:L(H) — R wzorem f(T) := 21 kzl (Te;|Uey). Latwo widaé, ze
1= =
fU) = 1 oraz |f(T)| < 1 dla wszystkich T speiajacych |T| < 1. Zatem
1] = 1. Do zakoniczenia dowodu, wystarczy wykazaé, ze dla kazdego operatora T'
spelniajacego || T|| < 1, ale réznego od U, zachodzi nieréwnosé f(T') < 1. Zalézmy,
ze tak nie jest, tzn. istnieje pewien operator T, € L(H), ktéry jednoczesnie spelnia
ITol| <1, T, # U oraz f(T,) = 1. Wéwezas
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n n n
1=f(T,) =% > (Toei|Uer) < 55 > 1=1.
1 k=1 1=1k=1

i

Z powyzszych réwnosci i nieréwnosci wynika, ze (T,e;|Uer) = 1 dla wszystkich
i,k =1,...,n. Skoro || T,e;|| < 1 oraz |Ueg|| < 1, to z réwnosci (Tpe;|Uer) = 1
wynika, ze

T,e; = Uey, dla wszystkich ¢,k =1,...,n.

Wiemy, ze Ue; # Ues, bo U jest injekcja. Stad i z powyzszej rownosci dostajemy
T,en = Uey # Uey = T,eq. Otrzymana sprzeczno$cig mozemy zakoriczyé¢ dowdd.
|
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