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Jacek Dymel*
O zastosowaniach Combinatorial Nullstellensatz
w pracy z olimpijczykami?

Streszczenie. Pretekstem do napisania artykulu jest zadanie z 48. Miedzyna-
rodowej Olimpiady Matematycznej z 2007 roku. Rozwiazanie tego zadania
oparte jest na twierdzeniu Combinatorial Nullstellensatz, ktére udowodnit
Noga Alon. W artykule zaprezentowano takze inne problemy olimpijskie oraz
znane twierdzenia, ktére mozna udowodnié¢ z wykorzystaniem Combinatorial
Nullstellensatz. Przedstawiono takze rozwazania nad zagadnieniem prezen-
towania uczniom wspoltczesnych osiagnieé matematycznych.

Abstract. The inspiration for writing this article is one problem from the
48th International Mathematical Olympiad 2007. The solution is based on
the theorem Combinatorial Nullstellensatz proved by Noga Alon. The article
also presents other olympic problems and well-known theorems that can be
proved applying Combinatorial Nullstellensatz. It also features the issue of
familiarizing students with contemporary mathematical achievements.

Artykul niniejszy jest adresowany zaréwno do uczniéw przygotowujacych sie
do udziatu w Olimpiadzie Matematycznej, jak i nauczycieli pracujacych z uczniami
uzdolnionymi matematycznie oraz studentéw - przysztych nauczycieli. Stad wynika
forma artykulu, a w szczegoélnosci doktadny opis dowoddéw twierdzen i rozwigzan
zadan.

Wsréd sporej czesci uczestnikéw Olimpiady Matematycznej matematyka jawi
sie jako zbiér zadan, do ktérych trzeba dopasowa¢ odpowiednie algorytmy, twier-
dzenia, metody. Oczywiscie, pojawiaja sie zadania, ktérych nie mozna rozwiazaé
za pomoca typowych i mniej typowych metod, ale przecietny olimpijczyk traktuje
je jako blad w systemie.

Wydaje sie konieczne, aby pokazywaé uczniom matematyke przez pryzmat
twérczej pracy, jako zywa strukture, ktora wyrasta z wiedzy, ale rozwija sie poprzez
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tworzenie nowych probleméw, podejmowanie préb ich rozwiazania, tworzenie no-
wych idei i metod.

Rzecz jasna, nie ma mozliwosci powrotu do sytuacji z poczatkéw istnienia
olimpiad matematycznych, gdy o sukcesie decydowal przede wszystkim talent. Am-
bitni uczestnicy wspdtczesnych edycji olimpiad matematycznych maja Swiadomogsé
istnienia obszernej wiedzy olimpijskiej, ktora trzeba posias¢, jezeli pragnie sie
odnies¢ sukces.

Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna (International Mathematical
Olympiad) jest najstarsza, przedmiotowa olimpiada miedzynarodowa. Po raz pier-
wszy odbyta sie w 1959 roku w Braszowie w Rumunii. Brato w niej udzial siedem
panstw: Bulgaria, Czechostowacja, Niemiecka Republika Demokratyczna, Pol-
ska, Rumunia, Wegry, Zwiazek Socjalistycznych Republik Radzieckich. Jak widaé,
poczatkowo byty to zawody, w ktérych uczestniczyli uczniowie z panstw tzw. obozu
socjalistycznego. W roku 2016 IMO odbedzie sie w Hong Kongu, a udziat wezma
reprezentacje 117 krajow.

Od swojego powstania zmienila sie nie tylko Olimpiada Matematyczna, ale
takze Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna. Wspoétczednie na IMO szanse
na najwyzsze miejsca maja przede wszystkim uczniowie poddani gruntownemu
treningowi. Bardzo dobrze pokazuje to przyklad zadania z 48. Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej z 2007 roku. Byto to zadanie 6, ktére okazalto sie jednym
z najtrudniejszych w historii IMO. Oto jego tresé:

ZADANIE 1 (zad 6 z 48. IMO)
Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Przyjmijmy, ze

S=A(z,y,2) :z,y,2€{0,...,n},z +y+2 >0}

jest zbiorem (n + 1)3 — 1 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznacz naj-
mniejsza mozliwa liczbe plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera S, ale do
ktérej nie nalezy (0,0, 0).

Zadanie rozwiazalto tylko pieciu zawodnikéw: Konstantin Matwiejew z Rosji,
Peter Scholze z Niemiec, Danylo Radczenko z Ukrainy, Iurie Boreico z Motdawii
i Pietro Verteci z Wloch. W zasadzie tylko znajomos$é¢ twierdzenia Combinato-
rial Nullstellensatz, ktoremu poswiecony jest ten artykul, umozliwiala szybkie
rozwigzanie zadania. Noga Alon opublikowal swéj artykut Combinatorial Null-
stellensatz ([1]) w 1999 roku, a w 2007 roku kilku uczestnikéw IMO juz stosowalo
metode w nim opisana.

W numerze 145(1/1986) miesigcznika Delta pojawila si¢ krétka notka od reda-
kcji:

W ubieglorocznej (XXVI) Olimpiadzie Miedzynarodowej miazdzacy sukces od-
niesli zespolowo Rumuni. Indywidualnie komplet punktow zdobyli Rumun i Wegier.
Dopiero po pewnym odstepie pozostale zespoly (w tym na ,nastym” miejscu Po-
lacy). Taki uklad sil nikogo jednak nie zdziwil. Raz, Ze od kilku lat uklad sil jest
podobny. Dwa, Ze wiadomo dlaczego.

W Rumunii © na Wegrzech reprezentacje olimpijskq trenuje sie diugo i inten-
sywnie. Nasi za$ zawodnicy to wilasciwie kompletni amatorzy. Cale przygotowanie
reprezentacji to kilkunastodniowe zgrupowanie.
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Na czym polega jednak trening? Chyba nie tylko na rozwigzywaniu zadan? Oczy-
wiscie rozwigzuje sie zadania. Glownym jednak tematem treningu jest wyposaZe-
nie zawodnikéw w zestaw ,wytrychow” - elementarnych (mniej lub bardziej - ale
tzw. szkolnych) twierdzen ,zalatwiajacych” wiele technicznych klopotow przy roz-
wigzywaniu zadan. I oczywiscie wycwiczenie rozpoznawania sytuacji, w ktérych ten
czy inny ,wytrych” daje sie zastosowac.

Obecnie poglad ten nie stracit na aktualnosci. W wielu krajach, oprécz spec-
jalnych programoéw treningowych, opracowywane sa pozycje ksiazkowe i strony
internetowe specjalnie dla uczestnikéw IMO.

Przez ostatnie 40 lat sytuacja na IMO znaczaco sie zmienila: juz nie wystar-
cza "elementarne twierdzenia'; w obecnych czasach trzeba znaé juz nie tylko wiele
mniej elementarnych twierdzen, ale takze wspélczesne wyniki nawiazujace charak-
terem do probleméw olimpijskich.

Whniosek musi by¢ taki: zawodnicy na najwyzszym poziomie muszg by¢ pod-
dani specjalnemu treningowi, o ile chcg uzyskiwaé wyniki na Swiatowym poziomie.
I nieodparte wrazenie jest takie, ze wlaénie przez pryzmat tego specyficznego
treningu, opartego czesto na osiagnieciach wspotczesnych matematykéw, pokazu-
jemy wybitnym uczniom (a moze powinni$my pokazywacé) obraz matematyki.

Przedstawmy zatem twierdzenie Combinatorial Nullstellensatz, ktore byto klu-
czowe dla rozwiazania zadania 6 z 48. IMO.

TWIERDZENIE 2 (Combinatorial Nullstellensatz)

Niech F bedzie ciatem oraz P € Flxq,. .., x,] bedzie niezerowym wielomianem stop-
nia Y, m;, w ktérym wspdlezynnik przy x" -+ xMn jest réiny od zera. Wow-
czas dla dowolnych zbioréw Si,...,S, C F spelniajgcych warunki |S;| > m; dla
1 <@ < n, istniejg takie ¢; € Sy, ze P(cy,...,cn) # 0.

UWAGA 3

Combinatorial Nullstellensatz jest naturalnym uogdlnieniem dobrze znanego
uczniom twierdzenia, ze wielomian jednej zmiennej stopnia n o wspolczynnikach
rzeczywistych ma co najwyzej n pierwiastkéow rzeczywistych.

Dow6D COMBINATORIAL NULLSTELLENSATZ

Przeprowadzimy dow6d indukeyjny, ktéry mozna znalezé w pracy [5]. Autorem
pracy jest Mateusz Michalek, zdobywca srebrnego medalu na IMO w 2004 roku.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na stopien wielomianu
deg P = k.

Niech deg P = 1. Bez straty ogdlnos$ci mozna przyjaé, ze m; = 1. Wielomian

ma woéwczas postaé: P(xy,...,2Tn) = @121+ +apnTptani, gdzie ay, ..., apy1 €
F oraz a; # 0. Ponadto |S1| > 1,|S2| > 1,...,]S,]| > L.
Poniewaz |S1| > 1, wigc istnieja dwa elementy (cy,...,¢n), (¢],...,¢cn) € S1 X

<o X Sy, gdzie ¢ # ).

Gdyby P(e1,...,¢n) = 0 oraz P(c),ca,...,¢,) = 0, to a1c1 + -+ + ancy, +
an+1 = 0 oraz aic) + agca + -+ + ancp + ant1 = 0. A to oznacza, ze ¢y = cf.
Sprzecznosc.
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Zalézmy teraz, ze k > 1 oraz, ze teza zachodzi dla wszystkich wielomianow
stopnia nizszego niz k.

Niech wielomian P ma stopien k. Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze m; >
0. Jezeli wielomian P potraktujemy jak wielomian zmiennej ;1 o wspélczynnikach
z pierdcienia F[za,...,z,], to w wyniku dzielenia wielomianu P przez wielomian
(x1 — a), gdzie a € Sy, otrzymamy

P=(x1—a)Q(x1,...,2n) + R(x2,...,2Tpn),

gdzie R(za,...,2,) = P(a,za,...,x,), Q musi zawiera¢ nieznikajacy jednomian
ostaci ™ ~1z2 ... g oraz
1 2 n

degQ = Zml —1=deg(P)— 1.
i=1

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze wielomian P nie spelnia tezy, to znaczy
dla kazdego elementu (ai,...,a,) € S; X -+ x S,: P(ay,...,a,) =0.

Dla dowolnego elementu (a, ag, ..., an) € {a} X Sz X - - - x Sy, zachodzi réwnosé
P(a,aq,...,a,) =0, co oznacza, ze takze R(as,...,a,) = 0.
WeZzmy zatem dowolny element (aq,...,a,) € (S1\ {a}) X Sz x --+ x Sp,.

Otrzymujemy réwnosci:
0= P(ay,...,an) = (a1 —a)Q(a1,...,a,) + R(az,...,a,).

Poniewaz (a1 — a) # 0 oraz R(ag, ..., an) =0, wiec Q(aq,...,a,) = 0. Wielo-

mian () ma stopienn k — 1 i niezerowy wspélczynnik przy x{"l_lwgm ceex ooraz
przyjmuje warto$¢ zero dla kazdego elementu ze zbioru (S7\{a})x Sy x---x .Sy, co
jest sprzeczne z zalozeniem indukcyjnym. Zatem istnieje taki element (ay, ..., a,) €
51><~~~><Sn,ZeP(a1,...,an)7$0. [ |

Twierdzenie Combinatorial Nullstellensatz nalezy do twierdzen raczej rzadko
spotykanych w zastosowaniach olimpijskich, a znajomo$é metody jego wykorzys-
tania wynika z glebokiej wiedzy zawodnikow najwyzszej klasy na temat zagadnien
wspotczesnej matematyki.

Nieczesto zdarza sie, aby na olimpiadzie pojawiato sie zadanie powiazane ze
wspblczesnymi wynikami matematycznymi. W nauczaniu matematyki w ogole
rzadko pojawia sposobnos¢ do pokazania "zywej matematyki'. W zasadzie tylko
w przypadku ksztalcenia uczniéw wybitnie uzdolnionych taka okazja moze sie po-
jawic.

Jak szybko przenika "zywa matematyka' do edukacji matematycznej najzdol-
niejszych? Wydaje sie, ze moze to trwaé¢ od kilku do kilkunastu lat. Czy warto,
aby takie treéci pojawialy sie w ksztalceniu najzdolniejszych? To pytanie jest
silnie zwigzane z pytaniem o cele konkurséw takich jak olimpiady matematy-
czne. W mojej opinii zawody olimpiad matematycznych powinny by¢ nastawione
na wytawianie utalentowanych matematycznie uczniéw, a zadania przedstawia-
ne do rozwiazywania powinny wskazywaé interesujace i warte poznania zagad-
nienia matematyczne, takze te odkryte wspolczesnie. Zadania olimpijskie powinny
raczej inspirowa¢ do poznania nowych, ciekawych obszaréw matematyki. Zawody
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olimpijskie nie powinny by¢ zwyklymi zawodami sportowymi, w ktérych liczy sig
tylko doskonalosé¢ techniczna i to, kto zna wiecej twierdzen i trickoéw olimpijskich.
W konicu przygotowujemy uczniéw uzdolnionych do bycia twérczymi matematy-
kami.

Nalezy pokazywaé trudna, wspoélczesng matematyke, ale nie jako wytrych
do rozwiazywania zadan, ale jako pretekst do interesujacych rozwazan pokazu-
jacych szerszy kontekst matematyczny. Sam fakt, ze takie wyniki jak Combinato-
rial Nullstellensatz sa przydatne w rozwiazywaniu zadan, nie przemawia za tym,
aby je pokazywaé uczniom. Nalezy raczej wskaza¢ na to, ze metoda ta nie wymaga
poteznego aparatu pojeciowego i pozostaje blisko intuicji oraz nauczania szkolnego.
Bo Combinatorial Nullstellensatz w istocie jest twierdzeniem bardzo pogladowym
i intuicyjnym, choé¢ juz jego stosowanie wymaga duzej wprawy.

Inna kwestia pozostaje problem dotarcia do wspélczesnych wynikéw, maja-
cych zastosowania w zadaniach olimpijskich. Zwigkszyl sie (w stosunku do XX
wieku) dostep uczniéw do wiedzy poprzez internet czy publikacje ksiazkowe, ale
tej wiedzy jest zbyt duzo, aby nawet Swietny uczen mégl dokonaé selekcji. Skazany
jest raczej na przypadkowe poszukiwania lub na przewodnikéow. Od nas, nauczy-
cieli (tych szkolnych i akademickich) zalezy, jakimi bedziemy przewodnikami i jaki
obraz matematyki przedstawimy uczniom w czasie ich edukacji i poszukiwan. Bo
warto pamietaé, ze nie musimy uczy¢ tylko matematyki uzytecznej, powinnismy
takze pokazywa¢ matematyke ladna.

Ponizej przedstawie kilka zastosowan Combinatorial Nullstellensatz do zadan
olimpijskich, aby w koncu pokazaé rozwiazanie zadania z IMO z 2007, ktére byto
pretekstem do opowiedzenia o tej metodzie.

ZADANIE 4 (Rosja 2007)

W kazdym wierzchotku wypuktego 100-kata wpisano dwie liczby rzeczywiste.
Udowodni¢, ze mozna z kazdego wierzchotka usuna¢ po jednej liczbie w taki
sposob, aby liczby w kazdych dwoch sasiednich wierzchotkach byly rézne.

Rozwigzanie (autor: Fedor Petrov)

Rozwiazemy zadanie ogélne:

W kazdym wierzchotku wypuklego 2n—kata wpisano dwie liczby rzeczywiste.
Udowodni¢, ze mozna z kazdego wierzchotka usunaé po jednej liczbie w taki
sposéb, aby liczby w kazdych dwoch sasiednich wierzchotkach byty rézne.

Niech S; (i = 1,...,2n) oznacza dwuelementowy zbidr liczb umieszczonych
w i—tym wierzchotku.
Okreslmy wielomian P(x1,...,Za2,) = (v1 — z2)(x2 —x3) - - - (x2, — x1). Wielo-

mian P jest stopnia 2n, wspotczynnik przy wyrazeniu xy - - - £o,, ktére jest stopnia
2n, jest réwny 2.

Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieje (aq,...,a2,) € S; X -+ X
Sgn, ze P(al, PN 7G,Qn) 7é 0.

To oznacza, ze kazda z réznic: (a1 — ag), (ag — az), ..., (a2, — a1) jest rézna
od 0, czyli istnieje taki wybor liczb ze zbioréw Sy, ..., So,, ze

ap # az,az # as,...,02, 7 a. u
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ZADANIE 5 (5th NIMO Winter Contest 2014)
Zdefiniujmy taka funkcje &:Z2 — Z, ze £(n, k) = 1, gdy n < k oraz £(n, k) = —1,
gdy n > k i zdefiniujmy wielomian

1000 /1000
P(Qﬁh . ,1'1000) = H (Z f(n, k)l'k) .
n=1 \k=1
(a) Wyznaczy¢ wspélezynnik przy @ - - - £1900 W wielomianie P.
(b) Wykazaé, ze jezeli aq,...,a1000 € {—1,1}, to P(ay,...,a1000) = 0.
Rozwigzanie. Najpierw wykazemy teze z podpunktu (b).

Rozwazmy 1000 r6znych sum, ktére wystepuja w P(ay, ..., a1000)-
Zdefiniujmy je nastepujaco:

n 1000
Tn:—Zak—F Z ar dlan € {1,...,999}
k=1 k=n-+1
oraz
To=a1+ -+ aiooo-

Zauwazmy, ze [T, — Tny1| = |2 - anga] 1 a1 € {—1,1}, wigc [2- anqq] = 2.

Zatem dla kazdej liczby n € {0,...,998} zachodzi ré6wnoéé |T,, — Tr11] = 2.
Zatem kazda z sum Ty, ..., Togg jest parzysta oraz Toog = —To + 2a1000-

Jezeli Ty = 0, to dowdd zostat zakonczony.
Zalézmy, ze Ty # 0. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy Ty > 0, a zatem Ty > 2.
Zauwazmy, ze
To99 = —Tp + 2a1000 < —2 + 2a1000-

Poniewaz a1900 € {—1, 1}, wiec Togg < 0.

Gdyby Tog9 = 0, to koniczytoby to dowdd.

Przyjmijmy wiec, ze Tgg99 < 0. Poniewaz réznica pomiedzy dwoma kolejnymi
sumami zawsze jest réwna +2 oraz Ty > 0, to co najmniej jedna z sum 77, ..., Tygs
jest réwna 0.

(a) Zauwazmy, ze wielomian P jest stopnia 1000.

Zalozmy, ze wspdlezynnik przy 1 - - - 21900 jest rézny od 0.

Zdefiniujmy zbiory S1 = - -+ = S1p00 = {—1, 1}. Wéwczas korzystajac z Combi-
natorial Nullstellensatz otrzymujemy c¢; € S;, gdzie ¢ € {1,...,1000}, ze
P(c1,...,cn) # 0, co jest sprzeczne z teza podpunktu (b).

Zatem wspdlczynnik przy xq - - - 1900 jest réwny 0. |

Rozwiazania powyzszych dwéch zadan pokazaly zastosowania Combinatorial
Nullstellensatz w prostych sytuacjach, ale gléwnie po to, by zaprezentowaé¢ sposéb
stosowania metody.

Przejdziemy teraz do rozwiazania zadania 6 z IMO 2007, ktore jest problemem
trudniejszym niz poprzednie zadania.
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ZADANIE 6 (zad. 6 z 48. IMO)
Niech n bedzie dodatnia liczba naturalng. Przyjmijmy, ze

S={(z,y,2) :2,y,2 €{0,....,n},x+y+ 2z >0}

jest zbiorem (n + 1)3 — 1 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznacz naj-
mniejsza mozliwa liczbe ptaszczyzn, ktérych suma mnogosciows zawiera S, ale do
ktérej nie nalezy (0,0, 0).

Rozwigzanie. Przedstawimy rozwiazanie zaproponowane przez Danylo Rad-
chenko.

Niech k € Ny i k < 3n. Wezmy k parami réznych plaszczyzn, ktérych suma
mnogosciowa zawiera zbiér S i zadna z tych plaszczyzn nie przechodzi przez punkt
(0,0,0):

a1x + b1y +c1z =dy

ag® + by + cpz = dy,

gdzie a? + b2 +c? #0oraz d; #0dlai € {1,...,k}.
Niech wielomian P ma postaé:

k n
P(z,y,2) = [ [ (asx + biy + ciz — dy) —aH (@ =)y —i)(z—17),

i=1

gdzie « jest tak dobrane, ze P(0,0,0) = 0, czyli

n—k 7Tk
UL de
I 7

Wielomian P(z,y, z) przyjmuje warto$é¢ 0 dla kazdego elementu nalezacego do
zbioru S. Dla k < 3n wspoélczynnik przy z™y™ 2™ nie jest réwny 0, gdyz jest rowny
a # 0.

Dla zbioréw Sy = S = S3 = {0, ...,n} zachodza warunki: |S1| > n, |S2| > n,
|S3| > m, wiec na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki punkt
(a,b,c) € {0,...,n}3, ze P(a,b,c) # 0. Zatem istnieje punkt (a,b,c) € S, dla
ktérego P(a,b,c) # 0. Otrzymalidmy sprzeczno$é. Wobec tego k > 3n.

Wystarczy jeszcze wskazaé przyklad 3n plaszczyzn, ktore spelniaja warunki
zadania. Sa nimi na przyklad:

UWAGA 7

Zadanie 6 z 48. IMO jest pewna wariacja na temat problemu, jaki postawil Peter
Komjath: ile potrzeba hiperplaszczyzn, aby pokry¢ wszystkie, z wyjatkiem jed-
nego, wierzchotki kostki jednostkowej w przestrzeni n—wymiarowej. Dowdd tego
problemu pojawil sie przed 1993 rokiem, ale dopiero Noga Alon i Zoltan Fiiredi
w 1993 roku w pracy [2] pokazali kr6tki dowdd. Ponizszy dowdd pochodzi z pra-

cy [II.
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TWIERDZENIE 8
Niech Hy,...,H,, bedzie rodzing hiperplaszczyzn w R™, ktorych suma zawiera
wszystkie, z wyjgtkiem jednego, wierzcholki kostki jednostkowej, czyli zbior {0,1}™.
Wowczas m > n.

Dowdd. Bez straty ogélno$ci mozemy przyjaé, ze usunietym wierzchotkiem
jest punkt (0,...,0).
Niech hiperplaszczyzna H; dana bedzie réwnaniem (a;,x) = b;, gdzie z =

(x1,...,2y) oraz (a,b) jest illoczynem skalarnym a i b. Dla kazdego i € {1,...,m}
zachodzi warunek b; # 0, gdyz zadna z hiperplaszczyn nie przechodzi przez punkt
(0,...,0).

Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze m < n i zdefiniujmy wielomian

P(z) = (=1 [T o [T (@i — 1) + [ [ ai, @) — bi]

j= =1 =1

Wielomian P ma stopien n i wspétezynnik przy zj - - - x,, réwny
m
(_1)n+m+1 H bj7
j=1

jest rézny od 0. Zatem na podstawie Combinatorial Nullstellensatz dla mq; =

-=my, = 1loraz S; = --- = S, = {0,1}, istnieje taki punkt ¢ € {0,1}", ze
P(c) # 0. Punkt ¢ jest rézny od (0, ...,0), gdyz wielomian P przyjmuje wartosé
0 dla z = (0,...,0), a zatem punkt ¢ nalezy do zadanego zbioru i nie nalezy do

zadnej z hiperptaszczyzn. OtrzymaliSmy sprzecznosé. Wobec tego m > n.
Teraz wystarczy wskaza¢ hiperplaszczyny spelniajace warunki zadania: x; =
1,...,2, =1. |

Ponizej przedstawimy trzy klasyczne twierdzenia, ktorych proste dowody sa
oparte na Combinatorial Nullstellensatz. Twierdzenia te sa szczegélnie bliskie za-
stosowaniom olimpijskim.

TWIERDZENIE 9 (Cauchy’ego-Davenporta)
Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnych A, B C Zy, zachodzi nieréwnosc:

|A+ B| = min{p, [A| + |B| — 1},
gdzie A+ B={a+b:a€ Abec B}.

Dowdd. (Pochodzi z pracy [1])

Przypadek 1. Przyjmijmy, ze |A|+|B| > p. Niech ¢ bedzie dowolnym elementem
zbioru Z,. Zdefiniujmy dla elementu c zbiér C' = {¢ — b : b € B}. Zbiér C jest
réwnoliczny ze zbiorem B, zatem |A| 4 |C] > p. To oznacza, ze istnieje element
wspOlny zbioréw A i C'. Niech elementem wspdlnym bedzie ag € A oraz ¢ — by €
C. Woéwczas ag = c— by, czyli ag+by = c. Wobec tego, ze element ¢ jest dowolnym
elementem Z,, A+ B = Z,,.
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Przypadek 2. Niech |A|+|B]| < p. Dla dowodu nie wprost zal6zmy, ze |A+ B| <
|A| + |B| — 2. Wéwczas w Z, istnieje zbiér C' D A + B spelniajacy warunek
|C| = |A] + |B| — 2.

Rozwazmy wielomian

fay) =[[@+y-0o

ceC

nalezacy do Zp[z,y]. Jego stopien jest réwny |A| + |B| — 2, a wspélczynnik przy

Al +[B| -2

xlAI—ly\B\—l jest przystajacy do ( 4] — 1 ) modulo p. To wyrazenie nie jest

réwne zero, poniewaz |A| + |B| < p. Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz
istnieja takie elementy a € A,b € B, ze f(a,b) # 0. To jest niemozliwe, gdyz
A+ B CC. Zatem [A+ B| > |A|+|B| - 1.

]

TwIERDZENIE 10 (Erdésa—Heilbronna)
Dla dowolnej liczby pierwszej p © dowolnego zbioru A C Z,, zachodzi nieréwnosc¢

|ATA| > min{p, 2[A| - 3},
gdzie AYB={a+b:ac Abc Ba#b} dla A,B CZ,.

Dowdad.

Przypadek 1. Niech 2|A| — 3 > p. Wykazemy, ze ATA = Lp.

Wybierzmy dowolny element m € Z,. Rozbijmy zbiér Z, na pary elementéw,
ktérych suma w Z, jest réwna m. Otrzymujemy 5= par oraz jeden element,
p—;?’, na podstawie zasady
Dirichleta, do zbioru A naleza dwa rézne elementy jednej z par, a wiec m € A+ A,
co nalezato dowies¢.

Przypadek 2. Niech 2|A| — 3 < p.

Wybierzmy dowolny element a € A i zdefiniujmy B = A\{a}. Latwo zauwazy¢,
7e A+B C AT A. Potrzeba jeszcze pokazaé, ze |A+B| > min{p,2|A| — 3}.

Wykazemy, ze w tym przypadku |A+B| > 2|A| — 3.

Dla dowodu nie wprost przyjmiemy, ze istnieje taki podzbiér C' C Z,, ze
|C| = 2|A| — 4 oraz ATB C C.

Rozwazmy wielomian

fay) =@-y [[e+ry-0o

ceC

ktory tworzy pare sam ze soba. Wobec zalozenia |A| >

nalezacy do Zp[z,y]. Jest to wielomian stopnia 2|A| — 3, a wspélczynnik przy
z!A=1ylA1=2 jest réwny (2||ff||__24) — <2|;14|__14> # 0w Zp, gdyz 2|A] — 4 <
p. Poniewaz zbiér A ma moc wigksza niz wykladnik x oraz |B| = |A| — 1, to
z Combinatorial Nullstellensatz wynika, ze istnieja takie elementy a € A,b € B,
ze f(a,b) # 0. OtrzymaliSmy sprzecznos$é z wlasnoscia f(a,b) = 0 dla dowolnych
a€ AbeB. [ |
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TWIERDZENIE 11 (Erdésa—Ginzburga—Ziva)
Niech n € Ni. Wowczas wsréd dowolnych 2n — 1 liczb catkowitych mozina wybraé
n liczb, ktorych suma jest podzielna przez n.

Dowdéd. (Na podstawie dowodu z pracy [6]) Najpierw pokazemy, ze twierdze-
nie jest prawdziwe dla liczby pierwszej n. Oznaczmy n = p.

Niech ay,...,a2,—1 beda danymi liczbami catkowitymi. Bez straty ogdélnosci
mozna zatozyé, ze 0 < a1 < -+ < agp—1 < p — 1, gdyz mozemy rozwazy¢ tylko
reszty z dzielenia liczby aq, ..., az,—1 przez n.

Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Jezeli ajp—1 = a; dla pewnego i € {1,...,p}, to twierdzenie
jest oczywiste: wybieramy liczby a; = aj4+1 = -+ = @jqp—1, ktérych suma jest
podzielna przez p.

Przypadek 2. Niech a;4p,—1 > a; dla dowolnej liczby ¢ € {1,...,p}. W tym
przypadku rozwazmy dwuelementowe zbiory

St ={a1,ap}, 82 = {az,apt1}, ..., Sp—1 = {ap—1,a2p—2}

oraz zbiér jednoelementowy S, = {azp_1}.
Zdefiniujmy wielomian

P(,Tl,...,xp):(m1+...+xp)p—1_1_

Wielomian P jest stopnia p — 1 i wspétczynnik przy jednomianie xy---zp_1
jest réwny (p — 1)!. Nie jest on réwny 0, gdyz na podstawie twierdzenia Wilsona
(p—1!I=-1 (mod p).

Na podstawie Combinatorial Nullstellensatz istnieje taki element (s1,...,sp) €
Sl X X Sp, ze P(sl,...,sp) 7&0

Gdyby suma s = s; + --- + s, nie byla podzielna przez p, to na podstawie
Matego Twierdzenia Fermata p byloby dzielnikiem s?~' — 1, co nie jest prawda,
gdyz P(s1,...,8p) # 0. Wobec tego suma s = s1 + - - - + s, jest podzielna przez p.

Teraz wykazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej dodatniej liczby
naturalnej n.

Kazda liczba naturalna n posiada jednoznaczny rozklad, z dokladnoscia do
kolejnosci, na iloczyn liczb pierwszych. Udowodniliémy twierdzenie dla kazdej
liczby pierwszej. Zatem wystarczy wykazaé, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego iloczynu liczb pierwszych. Wobec tego wystarczy wykazaé, ze jezeli
twierdzenie jest prawdziwe dla dwdch liczb naturalnych a i b, to jest prawdziwe
dla ich iloczynu ab.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dwéch dodatnich liczb naturalnych
a i b. Wykazemy, ze jest takze prawdziwe dla ich iloczynu ab.

Sposérod 2ab — 1 liczb wybierzmy 2a — 1 liczb. Sposréd nich mozna wybraé a
liczb, ktorych suma jest podzielna przez a. Zatem pozostaje 2ab — 1 — a liczb. Po-
nownie wybierzmy 2a — 1 spos$réd nich. Wsrdd nich jest a liczb, ktorych suma jest
podzielna przez a. Pozostaje 2ab — 1 — 2a liczb. Postepujemy analogicznie 2b — 1
razy. Zatem otrzymujemy 2b — 1 zbioréw, z ktorych kazdy ma a elementéw, a su-
ma w kazdym z tych zbioréw jest podzielna przez a. Zatem potraktujmy sume
kazdego z tych zbiorow jako jedna liczbe i podzielmy ja przez a. Otrzymujemy
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2b — 1 liczb, sposrod ktorych mozemy wybraé b liczb, ktérych suma jest podzielna
przez b. Zatem uzyskaliSmy ab liczb, ktérych suma jest podzielna przez ab, co
konczy dowdd. |
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