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State Harbourne’a konfiguracji rzutowych?

Streszczenie. W tej publikacji wyliczamy wartosci liniowych stalych Har-
bourne’a nad P?(R) do siedmiu prostych wlacznie. Te niezmienniki pojawi-
ty sie niedawno w dyskusjach wokoél hipotezy znanej jako Bounded Nega-
tivity Conjecture. Sg one interesujace réwniez z punktu widzenia kombi-
natoryki. Naszym gléwnym wynikiem jest pokazanie, ze rzeczywista linio-
wa stala Harbourna moze by¢ wyzsza od absolutnej liniowej statej Har-
bourne’a. Ze wzgledu na popularyzacje matematyki (ktéra réwniez jest celem
tego artykutu) pokazujemy wiele dowodéw, ktére nie sa bezposrednio zwiaza-
ne z gléwnym tematem pracy, lecz ukazujg pigkno geometrii rzutowej.

Abstract. In this publication values of linear Harbourne constants over
P2 (R) are calculated for up to seven lines. These invariants have recently ap-
peared in the discussion around the Bounded Negativity Conjecture. From
a combinatorial point of view, they are also interesting. Our final result shows
that the real linear Harbourne constant could be higher than the absolut line-
ar Harbourne constant. Moreover, we demonstrate many proofs which are
not directly useful for the main theorem, but are worth presenting to show
the beauty of projective geometry. This article is aimed to popularize this
area of mathematics.

1. Wstep

Ten artykul stanowi nieco rozszerzona wersje wykladu wygloszonego przeze
mnie podczas XI Ogdlnopolskiego Sympozjum Két Naukowych zorganizowanego
przez Koto Matematykéw Instytutu Matematyki Uniwersytetu Pedagogicznego
im. KEN w Krakowie. Oprécz charakteru matematycznego, artykul ten ma takze
charakter popularyzatorski - tekst matematyczny jest urozmaicony anegdotami,
metaforami i ukazuje Czytelnikowi jak do wielu nawet prostych zagadnien mozna
podejsé na kilka réznych sposobéw.

AMS (2010) Subject Classification: 14C20, 52C30, 05B30.

Stowa kluczowe: Bounded Negativity Conjecture, arrangements of lines, combinatorial ar-
rangements.

2Harbourne constants for projective arrangements of lines
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Stale Harbourne’a zostaly wprowadzone w matematyce zaledwie kilka lat
temu. Najwiekszy boom publikacji naukowych zwigzanych z ta tematyka mozna
zaobserwowaé od roku 2015. Stale te znajduja zastosowanie w hipotezie matema-
tycznej z zakresu geometrii algebraicznej, o ktorej wiecej mozna przeczytaé w pu-
blikacji [I].

2. Konstrukcja ptaszczyzny rzutowej

Nim matematyk zabierze si¢ do pracy, musi na swoim biurku przygotowaé
odpowiednie narzedzia do pracy. Ten rozdzial przedstawi konstrukcje z narzedzi,
ktore sobie przygotowalem - plaszczyzny rzutowej, ktéra mozna przyréwnaé do
nieskonczenie poteznej lunety umozliwiajacej dostrzezenie zjawisk zachodzacych
nieskonczenie daleko. Luneta ta zachowuje jednak niezmieniony lokalny obraz
(,,blisko” widzimy to samo co bez lunety).

Mozna sie zastanowié, dlaczego tytul rozdzialu sugeruje, ze bedziemy sie zaj-
mowali przez spora czes¢ tej publikacji plaszczyznami rzutowymi, skoro mamy
badaé stale Harbourne’a pewnych konfiguracji prostych. Dlaczego plaszczyzna R?
jest niewystarczajaca? Otéz plaszczyzna euklidesowa dopuszcza pewne konfigu-
racje prostych, ktore sa dla naszych rozwazan zbyt zdegenerowane. Wezmy np. 3
proste. Na plaszczyzZnie euklidesowej da sie ulozy¢ je w taki sposob, by zadne dwie
sie nie przeciely. To bardzo zdegenerowana konfiguracja - 3 proste i 0 punktow prze-
ciecia. Wystarczy, ze proste beda réwnolegle. Z punktu widzenia matematyki takie
konfiguracje sa wyjatkowo nieinteresujace - utrudniajg rozwazania i powoduja, ze
niektore wzory i twierdzenia stajg sie nieprawdziwe. Nie chcac uznawaé takich
obiektow za konfiguracje prostych, warto rozpatrzeé¢ je na plaszczyznie, ktéra je
wykluczy, zachowujac jednoczesnie ich pozostale wlasciwosci. Z pomoca przy-
chodzi tzw. plaszczyzna rzutowa. Na niej kazde dwie proste (w tym takze te
réwnolegle!) przecinaja sie. Zatem dla 3 prostych mozliwe sa tylko 2 konfiguracje -
wszystkie proste przecinaja sie w jednym punkcie, albo tworza tréjkat. Oba przy-
padki potrafimy sobie tatwo wyobrazi¢. A co by sie stalo, gdyby wszystkie trzy
proste byly réwnolegle? Przetna sie w jednym punkcie - w nieskoriczonosci. Za-
tem to wciaz pierwszy przypadek (proste przechodzace przez 1 punkt). A gdyby
dokladnie 2 z nich byly réwnolegle, a trzecia by je przecinala? Przecinajaca prosta
tworzy juz dwa punkty - trzeci punkt generuja proste réwnoleglte. Daly zatem drugi
przypadek - tréjkat?. Takie podejécie jest bardzo wygodne - konfiguracje wezedniej
zdegenerowane, obecnie zachowujg sie juz bardzo ,,porzadnie”. Juz Hilbert® zach-
wycal si¢ wspanialymi wlasnoéciami geometrii rzutowej, stwierdzajac, ze niegdy$
teoria konfiguracji byla uwazana za najwazniejszy dzial calej geometriit.

W tym rozdziale przedstawimy konstrukcje tego obiektu matematycznego.
Plaszczyzne rzutowa (lub réwniez ogdlniej - wielowymiarowa przestrzen rzutowa)
na ktorej rozwazamy nasze stale, mozna skonstruowaé¢ poprzez utworzenie odpo-
wiedniego zbioru ilorazowego.

Rozwazmy relacje ~ okreslona na zbiorze R3 \ {(0,0,0)} nastepujaco:

T~ Y = Juer T = py.
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Mozna jg réwniez rownowaznie zdefiniowac:
T ~ y <= rank (Z) =1, gdzie 2,y € R*\ {(0,0,0)}.

Latwo sprawdzié, ze relacja ~ jest réwnowaznosciowa na R\ {(0,0,0)}.

Relacja ~ dzieli zbiér R \ {(0,0,0)} na rozlaczne klasy abstrakcji. Zbiér
ilorazowy (R? \ {(0,0,0)})/ ~ bedziemy oznacza¢ symbolem P?*(R) i nazywaé
plaszczyzna rzutowa rzeczywista. Punkt x nalezacy do plaszczyzny rzutowej
rzeczywistej bedziemy oznaczaé [z : @1 : x2]. Liczby zg, 1, z2 nazywamy wspol-
rzednymi jednorodnymi punktu. Warto zauwazy¢, iz ten punkt jest klasg
abstrakcji relacji réwnowaznosciowej ~, zatem liczby te sa wyznaczone z doklad-
noécia do stalej multyplikatywne;j.

Rozwazmy zbiér £o = {[x¢ : x1 : 0] € P?(R)}. Elementy tego zbioru nazy-
wamy punktami niewlasciwymi (lub inaczej punktami w nieskoriczonosci lub
punktami nieskoriczenie dalekimi). Punkty plaszczyzny rzutowej nie nalezace do
zbioru fo, (czyli punkty postaci [zg : z7 : 1]) nazywamy punktami wlasci-
wymi. Zbiér punktéw wlasciwych mozemy utozsamic z plaszczyzna rzeczywista R2.

Latwo mozna wykazadé, iz plaszczyzna rzeczywista R? jest wlasciwym podzbio-
rem plaszczyzny rzutowej rzeczywistej P?(R), tzn. R? ¢ P2(R). Identyfikujac R?
z podzbiorem P?(R) za pomoca zanurzenia (zg, 1) — [ : 21 : 1] mamy:

P?(R) = R?* U 4.

3. Konfiguracje rzutowe

Do tematu konfiguracji mozna podej$¢ w dwojaki sposéb. Mozna wyjs¢ od
prostych i tworzy¢ konfiguracje prostych generujace punkty konfiguracji. Mozna
rowniez wyjs¢ od punktéw i tworzy¢ konfiguracje punktéw generujace proste kon-
figuracji. Oba podejscia sg powszechnie stosowane przez matematykéw. Przenikaja
sie one dzieki zasadzie dualnoéci®. Tak jak homeomorfizmy powoduja, ze topologdw
zartobliwie nazywa sie matematykami, ktorzy nie potrafig odrézni¢ paczka z dziur-
ka od filizanki z jednym uszkiem, tak dzigki zasadzie dualnosci - geometréw rzu-
towych mozna zartobliwie nazwa¢ matematykami, ktorzy nie odrézniaja punktow
od prostych.

W tej publikacji zajmiemy sie konfiguracjami prostych rzutowych.

W takim podejs$ciu konfiguracja prostych nazywamy rodzine prostych £ :=
{L1,...,Lq} taka, ze: 2 < |£] < 0.

Konfiguracja prostych generuje tzw. punkty konfiguracji. Punktem osobliwym
konfiguracji (lub w skrécie punktem osobliwym lub punktem konfiguracji) nazy-
wamy punkt przeciecia co najmniej dwdch prostych konfiguracji. Kazda konfigu-
racja prostych generuje zbiér p(L£) = {P,..., Ps}. Zbior p(L) jest zbiorem wszys-
tkich punktéw osobliwych konfiguracji L.

Kazda konfiguracja prostych generuje zbiér wszystkich punktéw osobliwych
konfiguracji: p(£) = {Pi, ..., Ps}. Zauwazmy, ze kazde dwie proste sie przecinaja,
wiec zbior ten jest niepusty.
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Krotno$é punktu jest liczba prostych konfiguracji przechodzacych przez ten
punkt. Krotno$é punktu osobliwego P oznaczamy symbolem multe(P). Pek to
konfiguracja n prostych przecinajacych sie w jednym punkcie n-krotnym. Quasi-
pek to konfiguracja n prostych przecinajacych sie w jednym punkcie krotnosci
n — 1 oraz n — 1 punktach krotnoéci 2.

Dla danego punktu mozna okresli¢ jego tzw. ,wage”. Waga to pojecie bardzo in-
tuicyjne. Chcemy, by punktom przypisa¢ pewne wartosci w ten sposéb, by pewne
ogdlne cechy zachowywaly sie przy przeksztalcaniu konfiguracji w inna. Wezmy
np. 3 proste. Moga stworzy¢ pek lub wygenerowaé 3 punkty podwdjne. Obie konfi-
guracje sa bardzo podobne - jedna powstaje z drugiej przez odpowiednie przesunie-
cie jednej prostej. Chcemy wiec, by obie konfiguracje ,,wazyly” tyle samo. Przyjmij-
my najprosciej, ze jeden punkt podwdjny wazy 1. Skoro z trzech punktéw pod-
wojnych otrzymujemy jeden potrdjny, to punkt potréjny powinien wazy¢ tyle samo
co trzy podwojne. Zatem punktowi potréjnemu przypiszemy wartos¢ 3. Punkt
poczworny postanie z 6 punktéw podwdjnych (lub jak kto§ woli widzieé¢ quasi-
pek: z 1 potréjnego i 3 podwdjnych) - musi wiec wazy¢ 6. Postepujac analogicznie
odkryjemy, ze waga punktu to przypisana danemu punktowi liczba (]2“), gdzie k
jest krotnoscig punktu.

Punkt zwyczajny to punkt incydencji dokladnie dwoch prostych.

Istnieje réwniez pojecie dualne do powyzszego (czyli pojecie zwiazane z konfi-
guracjami punktéw, generujacymi proste) - prosta zwyczajna, czyli prosta la-
czaca dokladnie dwa punkty konfiguracji.

4. Proste rzutowe

Do tej pory dos¢ beztrosko postugiwaliSmy sie nazwa ,,prosta”. Nie potrze-
bowalidémy formalnej definicji prostych, by o tych obiektach czegos sie dowiedziet.
Jednak w dalszej czesci artykulu znajduja sie dowody wymagajace znajomosci
formalnej definicji prostej rzutowe;j.

Zbiér ¢ C P?(R) nazywamy prosta rzutowa (lub w skrécie: prostq), jesli
istnieje dwuwymiarowa podprzestrzen W C R3, taka ze ¢ = II(W \ {(0,0,0)}),
gdzie II jest rzutowaniem kanonicznym wzgledem relacji ~.

Mozemy rozwazaé rézne proste na plaszczyznie rzutowej. Jednym z takich
szczegblnych przykladéw jest rozpatrywany przez nas wczesniej zbidr fo.. Zbidr
Lo jest prosta. Nazywamy ja prosta niewlasciwa (lub inaczej prostq w nieskoric-
zonosci).

Dowéd. Rozwazmy zbiér lo, = {[zo : o1 : 0] : (z0,71) € R?\ {(0,0)}}.
Rozwazmy dwuwymiarowa® przestrzen W := {(x¢,71,0) : (zo,21) € R?} =
R? x {0}. Wtedy lo, = II(W \ {(0,0,0)}).

Interpretacja prostej rzutowej jako obrazu plaszczyzny w odwzorowaniu ilo-
razowym jest wygodna w dowodach matematycznych geometrii rzutowej (umozli-
wia dokladniejsze poznanie wlasnosci prostych rzutowych oraz plaszczyzny rzu-
towej), ale ciezko ja zastosowaé w praktyce. Do obliczen praktycznych wygod-
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niejsza jest jawna postaé ogélna prostej rzutowej:
0=TI ({(z,y,2) € R\ {(0,0,0)} : Az + By + Cz = 0}),

dla ustalonych A, B, C' takich, ze A% 4+ B? + C? > 0.

Jest to postaé jednorodna’. Postaé ta wynika wprost z réwnania plaszczyzny,
z ktérej wygenerowana zostala prosta rzutowa.

5. Incydencja prostych rzutowych odpowiadajgcych prostym
réwnolegtym

Zorba the Geek [CC BY-SA 2.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0)], Wikimedia Com-
mons

Mogtoby sie wydawadé, ze pomys! przecinania sie (incydencji) prostych réwnole-
glych jest absurdalny i nie ma nic wspélnego z rzeczywisto$cia. Poniewaz przeciez
jesli w naszym realnym $wiecie mamy model dwdch prostych rownoleglych, to
one nigdy sie nie przetna. Jednak wystarczy przyjrzeé sie blizej otaczajacej nas
rzeczywistosci, np. torom kolejowym, by zauwazy¢, ze obiekty réwnolegle zdaja sie
zbiegaé¢ do jednego punktu. Szyny sa modelami prostych rownolegltych. Patrzac na
bardzo dlugie, proste szyny. Dostrzegamy, ze zaczynaja sie ,zwezac” i ostatecznie
spotykaja sie w jednym punkcie na horyzoncie - mimo, ze sg réwnolegle. A co
jesli obok siebie biegna dwie réwnolegle do siebie linie kolejowe? Gdy spojrzymy
wystarczajaco daleko, bedzie nam si¢ wydawac, ze wszystkie 4 szyny spotykaja
sie w jednym punkcie. Co najciekawsze - tego typu obserwacje sa wlasnie genezg
geometrii rzutowe;.

»Mozna by sqdzié, Ze bez mierzenia diugosci i kgtow czlowiek nie jest w stanie
poznad istotnych wlasnosci figur i powzigé o nich tylko niedokladne wyobrazenie.
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W samej rzeczy dlugi czas badano tylko metryczng strone geometrii. Dopiero przy
naukowym uzasadnianiu malarstwa perspektywicznego natknieto sie na takie za-
gadnienia jokimi zajmiemy sie ponizej. Jezeli mianowicie zrzutujemy figure plaskq
z pewnego punktu na inng ptaszczyzne, to dlugosci i kqty zmieniqg sie; mogq rowniez
proste rownolegle przejsé¢ w nierdwnolegle. Pomimo to istotne wlasnosci figury
muszq zostac zachowane, gdyz w przeciwnym przypadku nie odczuwalibysmy rzutu
jako trafnego jej obrazu. W ten sposéb metoda rzutowania doprowadzita do nowej
teorit, ktorg ze wzgledu na jej poczqtki nazwano geometrig rzutowq. Od XIX stulecia
geometria rzutowa zajmuje centralng pozycje w badaniach geometrycznych. Przez
wprowadzenie wspoltrzednych jednorodnych udalo sie sprowadzi¢ twierdzenia geo-
metrii Tzutowej do rownan algebraicznych, podobnie jak za pomocg wspotrzednych
kartezjariskich sprowadzono do réwnar twierdzenia metryczne. (...) jezeli chcemy
zinterpretowaé geometrycznie subtelniejsze zwigzki algebraiczne, nadajemy im za-
zwyczaj forme jednorodng i interpretujemy zmienne jako wspolrzedne jednorodne,
gdyz interpretacja metryczna w ukladzie kartezjariskim bylaby nieprzejrzysta.” (cy-
tat pochodzi z [4])

W tym rozdziale udowodnimy, ze kazde dwie rézne proste rzutowe maja doktad-
nie jeden punkt wspdlny. Z tego twierdzenia bedzie wynikaé, ze skoro kazde dwie
proste maja punkt wspdlny, to takze w szczegdlnosci - proste rzutowe odpowiada-
jace rownoleglym. Najpierw jednak udowodnijmy pomocniczy lemat.

LEMAT 5.1
Niech V1,Vy bedg podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni R? i niech I bedzie
rzutowaniem kanonicznym wzgledem relacji ~. Wtedy:

Dowdd. Przyjmijmy zalozenia jak w lemacie. Aby pokazaé rownosé Vi =V,
wystarczy wykazaé inkluzje Vi C Vo (inkluzja w druga strone polega wylacznie
na zamianie indekséw).

Niech x € V1. Gdy =0, to x € V,.

Niech z # 0. Wtedy II(x) € II(Vy \ {0}). Z poprzednika implikacji tezy lematu
wynika, ze II(z) € TI(Vz \ {(0,0,0)}).8 Zatem J,ev,II(z) = H(w), co znaczy, ze
x ~w. Stad € Vo \ {(0,0,0)}.

TWIERDZENIE 5.2
Duwie rézne proste plaszczyzny rzutowej P2(R) majq doktadnie jeden punkt wspéiny.

Dowéd. Niech ¢,y C P?(R) i niech ¢; := II(V; \ {(0,0,0)}) oraz fy :=
II(V2\{(0,0,0)}), gdzie V1, Vy sa dwuwymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni
R3. Niech V; # V.

7 zalozen wynika, ze dim(Vy;NVy) = 1.9 Zatem 3,.4(0,0,0) v € V1N Vz. Wektor
v stanowi baze przestrzeni wektorowej Vi N Vs.

Prawdziwa jest nastepujaca dedukcja:

ve (VinVa) \{(0,0,00} = (ve Vi \ {(0,0,0} Ave V2 \{(0,0,0)}) =
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= (n@) €0 ATI(v) € 62) = 0 Ny # 0.

Przypusémy, ze:
W (P 1) A (Pe b n6) A (D=TI(p) A (p # (0,0,0))),

dla pewnego p.
Skoro II(p) € ¢1 N ¥la, to II(p) € ¢4 ATI(p) € £y. Zatem p € V1 A p € V. Stad
wynika ze p jest kombinacja liniowa wektora bazowego v. Zatem p ~ v, wiec

p=II(v). Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd.

Dwie rézne proste rzutowe ¢; i £ zawarte w P?(R) nazywamy réwnoleglymi,
gdy (41 n 62) n (PQ(R) \éoo) = @.10

Czy to znaczy, ze w szkole byliSmy uczeni zle? Proste rownolegte jednak tez sie
przecinaja? Otéz to co méwiono nam w szkole, byto prawda. Zwykla prosta, taka,
jaka postugujemy sie w szkole, mozna utozsamiaé¢ ze zbiorem R. Prosta rzutowa
mozna utozsamié¢ ze zbiorem R U {oo}. I to wlasnie w punkcie oo zachodza te
»,dziwne” zjawiska, jak incydencja prostych réwnoleglych.

6. State Harbourne’a

W tym rozdziale przedstawione zostana definicje zwiazane ze stalymi Har-
bourne’a.

Niech £ ={Lq,..., L4} bedzie pewna konfiguracja d prostych rzutowych oraz
niech p(£) = {Py,..., Ps} bedzie zbiorem punktéw osobliwych wygenerowanych
przez te konfiguracje. Niech ty, := #{P, : multe(P,) = k}. Wtedy prawdziwa jest
nastepujaca rownosé kombinatoryczna:

d - k
(2) -2 a)
k=2
Réwnoéc¢ ta pozwala na znajdowanie rozwiazan, ktére pozwalaja odkrywac kolejne
konfiguracje prostych.
Dla ponizszych czterech definicji przyjmijmy nastepujace zaltozenia. Niech d
bedzie ustalona liczba naturalna, réwna co najmniej 2. Niech K bedzie cialem. Niech

zbiér (L) = {Py,..., Ps} bedzie zbiorem punktéw osobliwych wygenerowanych
przez konfiguracje £ = {L1,..., Ly} na plaszczyznie rzutowej P?(K).

DEFINICJA 6.1 (Liniowa Stala Harbourne’a konfiguracji £ nad K)
Liniowa Stala Harbourne’a konfiguracji £ nad cialem K nazywamy liczbe:

d2 — ZZ:l multg(Pk)z

HL(K,S) = s

DEFINICJA 6.2 (Liniowa Stala Harbourne’a konfiguracji d prostych nad K)
Liniowa Stala Harbourne’a konfiguracji d prostych nad cialem K nazywamy liczbe:

Hi(K,d) := ;::H\l}:i?:d Hi (K, L).
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DEFINICJA 6.3 (Absolutna Liniowa Stala Harbourne’a)
Absolutna Liniowa Stala Harbourne’a nazywamy liczbe:

Hr(d) = Iri(inHL(K, d).

DEFINICJA 6.4 (Iloraz kombinatoryczny)
Niech dodatkowo 7T bedzie rozwiazaniem réwnoéci kombinatorycznej,
T = (to, ts, tg,...). Wtedy liczbe:

d* — ZZ:Q k>t
q(T) == d
D k=a tk
nazywamy ilorazem kombinatorycznym rozwiazania T.11

Powyzsze definicje sa powszechnie stosowane przez specjalistéw z tej dziedziny
i mozna je odnalezé w licznych publikacjach naukowych, np.: [9], [1], [2].

7. Kryteria istnienia konfiguracji rzutowych

Réwnosé¢ kombinatoryczna daje rozwiazania, z ktérych niektére moga byé
utozsamiane z pewnymi konfiguracjami. Jednak nie kazde rozwigzanie daje konfi-
guracje, ktéra moze by¢ realizowana nad danym cialem'2. Istnieje wiele warunkéw
koniecznych-niewystarczajacych realizacji konfiguracji nad danym cialem. Ponizej
przedstawiam tylko niektére z nich, w kontekscie paszczyzny P?(R). Jednak wszys-
tkie kryteria przedstawione w pracy, oprocz twierdzenia Sylvestera-Gallai, sa praw-
dziwe niezaleznie od ciala nad ktérym sg rozpatrywane. Twierdzenie Sylvestera-
Gallai jest prawdziwe na plaszczyznie rzutowej rozpatrywanej nad cialem R i jest
najwazniejsze z perspektywy historycznej. Nadal problemem otwartym w matema-
tyce jest znalezienie warunku koniecznego i wystarczajacego istnienia konfiguracji
nad danym ciatem.

KRYTERIUM 7.1 (Twierdzenie Sylvestera-Gallai)
Kazda konfiguracja prostych, ktora nie jest pekiem, generuje punkt zwyczajny'3.

KRYTERIUM 7.2 (Kryterium quasi-peku)
Jesli konfiguracja n prostych generuje punkt krotnosci n — 1, to jest quasi-pekiem.

KRYTERIUM 7.3 (Nier6wno$¢ trzech punktéw)
Niech £ = {Ly,...,Lq} bedzie konfiguracjq d prostych rzutowych. Niech p(£) =
{Pi,..., Ps} bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji £. Niech

multe(Py), ... multe(Ps)
bedg krotnosciami punktow. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyc, Ze:
multe(Py) > multe(Py) > ... > multe(Ps).
Jesli s > 3, to:

multg(Pl) + multg(Pg) + multg(Pg) <d+3.
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KRYTERIUM 7.4 (Nieréwnosé czterech punktow!?)
Niech £ = {Lq,...,Lq} bedzie konfiguracjq d prostych rzutowych. Niech p(£) =
{Py,..., Ps} bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji £. Niech

multe(Py), ... multe(Ps)
bedg krotnosciami punktow. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyc, Ze:
multe(P;) > multe(Py) > ... > multe(Ps).
Jesli s > 4, to:

4
Zmultg(Pj) <d+6.

KRYTERIUM 7.5 (Nier6wno$¢ Melchiora)

Niech £ = {Ly,...,Lq} bedzie konfiguracjg d prostych rzutowych. Niech p(£) =
{P1,..., Ps} bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji £. Niech: tj :=
#{P, : multe(P,) = k}. Jesli konfiguracja £ nie jest pekiem, to:

ta =3+ (k—3)t

k>4

8. Dwie metody wyznaczania statych Harbourne’a

Stale Harbourne’a mozna wylicza¢ na rézne sposoby. Metoda dajaca najlepszy
obraz tego jak te stale si¢ zachowuja polega na wyznaczeniu wszystkich konfigu-
racji, wybraniu ktére z nich istniejg na plaszczyznie rzutowej i wyliczeniu dla nich
stalych, a nastepnie wybraniu najmniejszej z nich. Jest to jednak metoda nieefek-
tywna. Druga metoda zaklada zaprzegniecie do pracy komputera. Wyliczane sa
wszystkie stale (takze dla konfiguracji nieistniejacych), a nastepnie weryfikuje sie,
ktére z konfiguracji z najmniejszymi stalymi istnieja. Metoda pozwala na szy-
bkie znalezienie najmniejszej stalej, lecz nie daje obrazu jak zachowuja sie po-
zostate. Obie metody zastosowane w praktyce pokaze na przyktadzie konfiguracji
7 prostych na P?(R).

Rozwigzanie réwnania diofantycznego 21 = Y 77, ty, (g) dla parametru d = 7
sa nastepujace:

)

T1=(0,0,0,0,0,1,0,...)  Ti0=(52,0,1,0,0,0,...) T19=(0,5,1,0,0,0,0,...) T2s=(9,4,0,0,0,0,0,.
To=(0.0,1,0,1.0.0,...)  Ti1=(8,1,0,1,0,0,0,...)  Tz0=(3.4.1,0,0.0.0....)

To=(0.2.0.0.1,0.0...)  Tra=(11,0,0,1,0,0,0,...) To1=(6.3.1.0,0,0.0....)  129=(12:3,0,0,0,0,0,....
Ta=(3.1.0.0.1.0.0....)  Tis=(0,1,3,0,0,0,0,...) Toa=(9.2.1.0.0.0.0....)  Tso=(15,2,0,0,0,0,0,. ..
Ts=(6.0.0.0.1.0.0....)  Tia=(3.0.3.0.0.0.0....)  Trs—=(12,1,1,0,0,0,0,...)

Te=(1.0.0.2.0.0.0....)  Ti5=(0. 320000, ) Tha=(15.01.0000...) TI31=(181,0,0,000, ..
Tr=(2.1,1,1,000, )  Tie=(32.2,0,0,00....)  T25=(0,7,0,0,0,0,0,.) . _
Ts=(5,0,1,1,0,0,0,...) T17=(6,1,2,0,0,0,0,...)  Tzs=(3,6,0,0,0,0,0,...) T32=(21,0,0,0,0,0,0,. ..
To=(2.3.0.1.0.0.0....)  Tig=(9.0.2,0.0.0.0....)  Tzr—(6.5.0,0.0.0.0....)

W pierwszej metodzie nalezy najpierw odrzuci¢ nieistniejace konfiguracje na
podstawie kryteriéw, a stale Harbourne’a policzy¢ tylko dla istniejacych. Interesuje
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nas najmniejsza z nich. W powyzszej tabeli symbol + oznacza, ze kryterium jest
spelnione (niektére z kryteriéw bywaja spelnione poprzez niespelnienie poprzed-
nika implikacji w tezie twierdzenia), a —, ze kryterium nie jest spelnione (konfi-
guracja nie istnieje).

Dla konfiguracji siedmiu prostych na plaszczyznie rzutowej rzeczywistej wystar-
czajace sa powyzsze kryteria. Jesli rozwiazanie spelnilo wszystkie kryteria, to
odpowiadajaca mu konfiguracja istnieje. Jednak jesli zwiekszymy liczbe prostych,
kryteria te moga okazaé sie niewystarczajace - znajdziemy rozwiazanie spetniajace
powyzsze kryteria, ktére mimo tego nie generuje istniejacej konfiguracji. Mimo, iz
kryteriéw istnienia konfiguracji odkryto o wiele wiecej, niz wyzej wymienione, to
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dla wysokich parametrow d znajdziemy rozwiazania spelniajace kryteria, ktére nie
daja istniejacej konfiguracji. Znalezienie warunku koniecznego i wystarczajacego
istnienia konfiguracji jest wciaz problemem otwartym.

Ponizej przedstawione sg rysunki istniejacych konfiguracji wraz z wyliczonymi
wartosciami liniowych stalych Harbourne’a danych konfiguracji.

Pierwsza konfiguracja jest pekiem. Bardzo latwo mozna zauwazyé, ze dla
dowolnego peku Hp (R, £) = 0. Dla wszystkich parametréw oprécz d = 2 pek
nie wygeneruje nigdy wartosci najmniejsze;j.

W tej konfiguracji mamy sze$¢ punktéw podwdjnych i jeden punkt szesciokrotny. Jest
to quasi-pek. Poza d = 3 nie generuje wartoéci najmniejsze;j.

4((6,0,0,0,1,0,...)) = — ;

Pozostale konfiguracje zostaly umieszczone w tabeli ponizej.

% q((8,1,0,1,0,...)) = —1& % q((11,0,0,1,0,...))

10
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q((9,0,2,0,...)) = -1&

9((6,3,1,0,...)) = —1%

a((12,1,1,0,...)) = —13
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q((15,0,1,0,...)) = —1
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q((3,6,0,...)) = —18
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q((9,4,0,...)) = -1
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q((12,3,0,...)) = —11
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q((15,2,0,...)) = —1

e
i
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q((18,1,0,...)) = -1

q((21,0,...) = —13

Dla wszystkich istniejacych konfiguracji wyliczyliémy wartosci Hr (R, £). By
wyliczy¢ liniowg stala Harbourne’a konfiguracji 7 prostych, wystarczy znalez¢é min-

imum, czyli:

Hr(R,7) =minHy (R, £) = ming(T;) = —lg.
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Druga metoda wyszukiwania liniowej stalej Harbourne’a konfiguracji 7 pros-
tych jest bardziej optymalna, ale daje mniejszy obraz tego, jak stale si¢ zachowuja.
»Zaprzegamy komputer” do wyliczenia dla nas wszystkich liniowych stalych Har-
bourne’a - takze dla rozwigzan, ktérym nie odpowiadaja istniejace konfiguracje. Po-
nizsze wyniki zostaty wyliczone przez program komputerowy i sa wartosciami przy-
blizonymi. Uporzadkowane zostaly w kolejnosci niemalejacej.

a(0,1,3,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-2.000000 a(12,3,0,0,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.733333
a(0,3,2,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-2.000000 a(9,0,2,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.727273
a(0,5,1,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-2.000000 a(5,0,1,1,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.714286
(0,7,0,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-2.000000 a(12,1,1,0,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.714286
q(3,6,0,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.888889 q(15,2,0,0,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.705882
a(3,4,1,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.875000 q(3,1,0,1,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.700000
a(3,2,2,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.857143 q(15,0,1,0,0,0,0,0,0,0,. ..)=-1.687500
a(2,3,0,1,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.833333 q(18,1,0,0,0,0,0,0,0,0,...)=-1.684211
q(3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.833333 (0,2,0,0,1,0,0,0,0,0,. .. )=-1.666667
q(6,5,0,0,0,0,0,0,0,0,. - )=—1.818182 q(1,0,0,2,0,070,0,0,0,. .. )=—1.666667
a(2.1,1.1.0.0,0,0.0.0.. . . )=-1.800000 a(11,0,0,1,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.666667
q(6,3,1,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.800000 4(21,0,0,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.666667
a(6,1,2,0,0,0,0,0,0,0,. .. )=-1.777778 a(3,1,0,0,1,0,0,0,0,0,. ... )=-1.600000
_ a(6,0,0,0,1,0,0,0,0,0,. . . )=-1.571429
a(9,4,0,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.769231
(5.2.0.1.0.0.0.0.0.0.. . )=1.750000 a(0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,. . . )=-1.500000
a(9,2,1,0,0,0,0,0,0,0,. . . )=-1.750000 (0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,. . . )=0.000000

Nie trzeba sprawdzac¢ kryteriami wszystkich rozwiazan. Wystarczy sprawdzaé
rozwigzania poczynajac od generujacego najmniejsza wartosé. Wartosé statej pier-
wszego znalezionego rozwiazania generujacego istniejaca konfiguracje jest Hp (R, 7).

Pierwsze cztery rozwiazania generujace najmniejsze liczby: (0,1,3,0,0,...),
(0,3,2,0,0,...),(0,5,1,0,0,...),(0,7,0,0,...), mozna odrzuci¢ chociazby na mocy
twierdzenia Sylvestera-Gallai. Kolejne rozwiazanie o najnizszej wartosci to
(3,6,0,0,...), dajace wynik —1,(8), czyli —1%. To rozwigzanie spelnia wszys-
tkie kryteria i daje istniejaca konfiguracje. Zatem Hp(R,7) = —13. Jak widac,
ta metoda jest duzo szybsza.

9. Wartosci statych Harbourne’a

W tym rozdziale wyliczone zostaja wartosci liniowych stalych Harbourne’a

konfiguracji d prostych, dla d = 2,...,7, wraz ze wskazaniem konfiguracji im
odpowiadajacych.
’ d \ Rysunek \ Stala

2 HL(R7 2) = q(1707 0,.. ) =0 (ka)
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3 Hr(R,3) =¢(3,0,0,...) = —1 (quasi-pek, star configuration)
4 Hi(R,4) =q(6,0,0,...) = =13 (star configuration)
/ Hi(R,5) = ¢(10,0,0,...) =
5 / =q(7,1,0,0,...) =
/ =q(4,2,0,0,...) =11
/
6 Hi(R,6) = ¢(3,4,0,0,...) = —12
/
7 Hi(R,7) = q(3,6,0,0,...) = —18

9
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[57]
W ponizszej tabeli przedstawione zostaly wartosci liniowych statych Harbourne’a
konfiguracji d prostych, dla d = 2,...,7 i zestawione ze stalymi absolutnymi.
d 2| 3 4 5 6 7
Hp(d) [0]-1]-13[-15]-13] -2
Hi(R,d) [0]-1]-15 ] -1,5] -13 | -18

Wartoéci Hy,(d) zostaly zaczerpnigte z publikacji [9] oraz [2]*°.

Poniewaz wartos¢ Hp(R,7) rézni sie od stalej Harbourne’a nad dowolnym
cialem, to znaczy ze nad pewnym ciatem istnieje konfiguracja generujaca mniejsza
wartos¢ i konfiguracja ta nie istnieje na plaszczyznie rzutowej rzeczywistej. Tak
niska warto$¢ H,(7) nie jest tez realizowana nad cialem liczb zespolonych. Pokazuje
to ponizsza tabelka (wartosci Hp(C, d) zostaly zaczerpniete z [9]):

d 2[ 3 [ 4 5 6 7
Hy(Cd [0]-1]-15]-1,5]-13 ] -18
Hi(R,d) [0] -1]-15 ] -1,56] -13 | 1%

Wartos¢ —2 moze zostaé zrealizowana przez rozwiazanie (0,7,0,0,...) nad

cialem charakterystyki 2. Ukazuje to tzw. ,konfiguracja Fano” - patrz: rysunek
ponizej.

10. Przypisy koncowe

Notes

IDefinicja réwnoleglosci prostych na plaszczyznie rzutowej znajduje sie w pézniejszej czedci
publikacji.

2Zatem w geometrii rzutowej tréjkat moze wygladaé np. tak:



[58] Mariusz Swornég

W terminologii anglojezycznej konfiguracja ta nosi nazwe triangle i jest szczegdlnym przy-
padkiem star configuration. Dla np. 4 prostych, szczegdlnym przypadkiem star configuration jest
complete quadrilateral.

3David Hilbert (1862-1943) - wielki matematyk niemiecki. Autor m.in. dziela ,Grundlagen
der Geometrie”, stanowiacego matematyczny i filozoficzny fundament wspdlczesnej geometrii
wyzsze]j. Tworca 23 ,Probleméw Hilberta” (1901), ktére zdeterminowaly kierunek badari matema-
tycznych w kolejnym stuleciu i znaczaco wplynely na wyglad wspélczesnej matematyki. Hilbert
rozwigzal wiele probleméw matematycznych, a jego nazwiskiem nazywane sa np. ,przestrze-
nie Hilberta”. Hilbert byt niezwykle wszechstronnym matematykiem, dlatego czasami w me-
diach popularnonaukowych nazywany jest ostatnim w historii matematykiem, ktéry ogarniat
cala matematyke. W kregu jego zainteresowan znajdowata sie takze geometria rzutowa i alge-
braiczna, w tym teoria incydencji i teoria konfiguracji.

4Patrz: [ s. 93]

5Zasada dualno$ci méwi, ze wszystkie twierdzenia geometrii rzutowej pozostaja prawdziwe
i rownowazne gdy punkty zamienimy na proste, proste na punkty, a wspétliniowos¢ punktéw na
wspoélpekowosé prostych i na odwrét.

6Bazg przestrzeni W jest np. uktad wektoréw ((1,0,0), (0,1,0)).

"Wszystkie jednomiany maja ten sam stopien.

8W tym miejscu nie mozemy wprost wywnioskowaé, ze skoro II(z) € TI(Va \ {(0,0,0)}), to
x € Vo \ {(0,0,0)}, poniewaz rzutowanie kanoniczne II nie jest iniekcja.

9W dowodzie warto skorzysta¢ m.in. ze znanej wlasnosci wymiaru: dim(Vi +V3) = dimV; +
dim Vo — dim(Vl n Vg).

10Jedli P2(R) jest ptaszczyzna rzutowa, to P?(R) \ £oo nazywamy plaszczyzna afiniczna. Jeéli £
jest prosta rzutowa, to zbidr £\ Lo nazywamy czescig afiniczng prostej rzutowej. Zatem stownie
mozna zdefiniowaé, ze dwie proste rzutowe sa réwnolegle, gdy przeciecie ich afinicznych czesci
jest puste.

1 Niech rozwigzanie T' odpowiada konfiguracji £. Wtedy Hr, (K, £) = ¢(T). Trywialny dow6d
tej oczywistej réwnosci zostal przedstawiony w [2].

12 Nad cialem K” rozumiemy jako ,na plaszczyznie P2 (K)™.

13Dualna teza twierdzenia Sylvestera-Gallai brzmi: Kazda konfiguracja punktéw, ktéra nie
jest wspotliniowa, generuje prostq zwyczajng.. Dualna teza czasami jest wykorzystywana w celu
udowodnienia tego twierdzenia.

M Nieréwnosé trzech punktéw oraz nieréwnosé czterech punktéw moze zostaé uogélniona do

postaci: Z?:1 m, <d+ (g), dlah=1,2,...s.
15W tej ostatniej publikacji wykazane réwniez zostalo, ze te stale nie zachowuja monoton-
iczno$ci.
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