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Przyczynek do historii ,,epsilonistyki”?

Streszczenie. Przyjrzymy sie historii powstania jezyka e — §” w pracach
matematykéw w XIX wieku. Pokazemy, iz mimo tego, ze oznaczenia zostaly
wprowadzone przez Cauchy’ego w roku 1823, w pelni definicja ,epsilon-
delta” pojawita sie¢ dopiero u Weierstrassa w roku 1861. Przytoczymy rézne
interpretacje tej problematyki przez matematykéw w czasach pdzniejszych.

Abstract. This is a review of the genesis of € — § language in works of
mathematicians of the 19th century. It shows that although the symbols €
and 0 were initially introduced in 1823 by Cauchy, no functional relationship
for 0 as a function of € was ever specified by Cauchy. It was only in 1861
that the epsilon-delta method manifested itself to the full in Weierstrass’
definition of a limit. The article gives various interpretations of these issues
later provided by mathematicians. This article presents the text of the same
author[47] which is slightly redone and translated to Polish.

Grattan-Guinnes pisal, ze czytajac Cauchy’ego, bardzo chce sie rozumie¢ go
z punktu widzenia Weierstrassa, ale jest to podejécie ahistoryczne, a okres przej-
Sciowy do Weierstrassa tez wymaga rekonstrukeji [28], p. 76].

Pojecie ciagtosci od wezesnych czaséw starozytnych miato wiele aspektéw —
czasoprzestrzenny, fizyczny, geometryczny. Wraz z pojawieniem si¢ analizy matema-
tycznej i rozwojem pojecia funkcji fizyczne i geometryczne pojmowanie cigglosci
stato sie niewystarczajace i konieczna byta jego arytmetyzacja.

W XVII wieku Leibniz sformutowal Zasade cigglosci: Jezeli zjawiska (lub dane)
ciggle zblizajg sie do siebie w ten sposob, Ze w rezultacie jedno przechodzi w drugie,
to takie samo zjawisko powinno zajs¢é réownieZ z odpowiednimi nastepstwamsi lub
wynikami (lub niewiadomymi) [15], p. 40].

John Wallis w Arithmetica Infinitorum (1655) wprowadzil okreslenie: granica
wielko$ci zmiennej — to wielko$é stata, do ktorej zmienna zbliza sie w taki sposob,
ze miedzy nimi moze byé zrobiona roznica mniejsza, niz dowolna dana wielko$é
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B3, p. 42]. Egzemplarz tej ksiazki Wallisa, nalezacy do Eulera, obecnie znajduje
sie w zasobie Eulera w Archiwum Akademii Nauk w Sankt—Petersburgu.

Euler uwazal za ciagle funkcje wyrazone jednym wzorem (dla niego funkcja y =
% jest ciagla w swoim obszarze okreélenia, a funkcja y = |z| nieciagla, poniewaz
jest okreslana dwoma wzorami symbol modulu pojawil sie dopiero w XIX wieku
u Weierstrassa). Wedlug Eulera requly rachunku oparte sq na zasadzie cigglosci,
zgodnie z ktorg linie krzywe sq opisywane ruchem cigglym punktu, linia ciggla jest
budowana w taki sposcéb, Ze jej natura jest wyraZana przy pomocy jednej okreslonej
funkecji od x [23, p. 21]. Stynne stalo sie sformulowanie ciagloéci przez Eulera:
Narysowac bez odrywania otowka od papieru.

W roku 1765 J. d’Alembert daje nastepujaca definicje granicy: Mowi sie,
ze wielkoS¢ jest gramicg innej wielkosci, jezeli druga moZze zblizyé sie do pier-
wszej blizej, niz na dowolng dang wielkosé, niezaleinie od tego, jak mala jest
ona zaktadana, bez tego, jednak, aby zblizajgca sie wielko$¢ mogla kiedykolwieck
przekroczyé wielko$é, do ktorej sie zbliza; w ten sposéb, roznica miedzy takg wielkos-
cig a jej granicg jest bezwzglednie nieokreslona |16, p. 155-156]. Definicja granicy
u d’Alemberta mialta wiec charakter kinetyczny.

Do wzrostu zainteresowania kwestiami nieskonczenie maltych przyczynil sie
konkurs, ogloszony z inicjatywy J. Lagrange’a przez Berlifiskg Akademie Nauk
w roku 1786: (...) potrzebna jest »zrozumiala i dokladna teoria tego, co w matema-
tyce nazywane jest nieskoriczonymy [66, p. 140]. Dwadziedcia trzy dziela przystane
na konkurs nie zadowolily Akademii: (...) Zgdana zasada nie powinna ograniczaé
sie rachunkiem nieskoriczenie malych, ale rozprzestrzeniac sie rownieZ na algebre
i geometrie, w traktowaniu starozytnym [506] p. 141]. Laureatem zostal szwajcarski
matematyk, zamieszkaly w tych latach w Warszawie, Simon 1'Huilier (1750-1840).
W jego pracy Elementarne przedstawienie zasad rachunku wyzszego, wydanej przez
Akademie w roku 1786, po raz pierwszy pojawia si¢ symbol lim % [32, p. 31]. P6z-
niej symbol ten zaczal stosowaé Lacroix?.

Lagrange byl rozczarowany metodami nieskonczonosciowymi i w kolejnych la-
tach unikal stosowania nieskornczenie matych, chociaz pdzniej zmienit swoje zdanie.

Najpopularniejszg metoda geometréw w XVIII wieku byla aproksymacja®. Na
przyklad, rozwigzujgc réwnanie typu (x+1)* = a gdy p nie jest wielkoscig catkowi-
tg, mie mozemy znaleZé¢ dokladnego rozwigzania, ale aproksymujemy je ciggiem
nieskoriczonym. Po okresleniu liczby skonczonej elementow ciggu aproksymujgcego,
geometrzy w XVIII wieku prébowali obliczyé gorng granice bledu aproksymacji
roZnicy miedzy sumq ciggu a jego n—tg sumq czesciowqg. Technikqg dowodowq byla
tu algebra nieréwnosci |26l p. 4].

Pierwsze dziesigciolecia XIX wieku - to okres ,naiwnej” teorii funkcji — anali-
za matematyczna rozwijala sie na bazie funkcji elementarnych, ktére sg ciagte
i rézniczkowalne, oraz na podstawie intuicyjnego i jako$ciowego okreslenia pojecia
granicy, otoczenia, ciggtosci i zbieznosci.

W 1797 r. Lagrange publikuje Traité des fonctions analytiques. Rozpatrujac

2Sylvestre Lacroix (1765-1843) byl nastepca Lagrange’a w Szkole Politechnicznej i pro-
fesorem analizy, nauczycielem Cauchy’ego. W latach 1850 Weierstrass wprowadzil symbol
limx _,c; w 1905 r. John Leathem, angielski matematyk, pierwszy uzyt symbolu limx _,o w jego
ksiazce [39].

3W XVIII wieku terminem , geometra” nazywano kazdego matematyka.
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funkcje fz i podstawiajac zamiast z nowa wielko$¢ = + ¢, Lagrange twierdzi, ze
f(xz+14) moze by¢ rozwinieta w szereg wedlug poteg dodatnich i. Wsp6lezynniki sa
znajdowane poprzez rozniczkowanie, co jest stuszne dla wielu znanych funkcji. Roz-
patrujac pierwszy wyraz rozwiniecia, Lagrange otrzymuje f(z + i) = fz + P,
skad P = M Przy czym ¢ moze by¢ na tyle male, aby dowolny wyraz
rozwinigcia byt wigkszy od sumy wszystkich nastepnych wyrazéw rozwinigcia, i ma
to miejsce réwniez dla wszystkich mniejszych wartodei ¢ [57, p. 160—168]. La-
grange dodaje: Doskonalo$¢ metod przyblizenia, w ktorych stosowane sq szeregi,
zalezy nie tylko od zbieino$ci szeregow, ale Téowniez od moZliwosci oceny bledu,
pochodzgcego od wyrazow, ktore sq lekcewazone; © mozna powiedzied, ze wszystkie
metody przyblizone, stosowane w zadaniach geometrycznych i mechanicznych, sq
jeszeze bardzo niedoskonale. Poprzednie twierdzenie w wielu przypadkach bedzie
dalekie od doskonaloSci, bez czego jego zastosowanie czesto bywa niebezpieczne
[Lagrange, p. 67-68]*.

Od roku 1800 pojawity sie prace C. F. Gaussa na temat teorii szeregéw, w kté-
rych rozpatruje sie szeregi jako ciagi sum czastkowych [25].

W roku 1806 ukazal si¢ w druku artykut André Ampére’a Recherches sur
quelques points de la théorie des fonctions dérivées qui conduisent d une nouvelle
démonstration de la série de Taylor et a ’expression finie des termes qu’on néglige
lorsqu’on arrete cette série a un terme quelconque [1], majacy bezposredni zwiazek
z naszym tematem. Ampére dowodzi w nim na 33 stronach twierdzenie Lagrange’a
o wartosci éredniej i w oparciu o nie otrzymuje to, co my nazywamy szeregiem
Taylora z reszta w postaci Lagrange’a. Juszkiewicz nazwal te prace Ampére’a
préba analitycznego udowodnienia rézniczkowalnodei funkeji ciaglej [55, p. 243].

Podstawowym narzedziem dowodéw u Ampére’a byty nieréwnosci®, z pomoca
ktoérych szacowal on przyblizenia, charakteryzowal blad interpolacji. Podazajac za
Lagrange’em, Ampére rozpatruje M jako funkcje dwoch zmiennych z oraz
1, wyrazajaca stosunek réznicowy dwoch wartosci = i x + ¢ jednej zmiennej, przy
czym réznica ta nie jest réwna ani zeru, ani nieskoriczonosci dla jakiegokolwiek
x, a dla ¢ = 0 zamienia si¢ w %, ale nie jest ani rowna zeru, ani nieskonczono$ci.
Funkcje te Lagrange nazwal wynikajgcg z pochodnej.

Zauwazmy, ze symbol i oznacza tu liczbe rzeczywista. Ampére uprzedza, ze
bedzie rozpatrywal tylko funkcje zmiennej rzeczywistej. Ma sie rozumie¢, do roz-
patrzenia domyslnie byly wilaczane tylko ,,dobre” funkcje — ciagte i rézniczkowalne
w przedziale skonczonym. Sam Ampére w swoich pracach nigdzie nie uzywat ter-
minéw punkt, przedzial, nachylenie, cieciwa, styczna, ani nie robit rysunkéw. Am-
pére zaznaczal, ze funkcja powinna zmniejszaé sie lub zwiekszaé ze zmiana 7. Zmien-
na x zmienia sie od z = a do z = k, odpowiednie wartosci funkeji f(z) oznaczane
sg jako A i K. Ampére dzieli przedzial od x = a do x = k na wielkosci posred-
nie b, c,d, e, ktérym odpowiadaja wartosci funkcji B, C, D, E. Nastepnie tworzy

on ilorazy réznicowe rodzaju I;’E i £=4 oraz dowodzi nieréwnosci w rodzaju

—€ e—a
E—A K—A K—E . . . . . . .
o < 53— < 5= Dalej migdzy starymi wartoSciami wprowadzane i zapisy-

wane sg nowe nieréwnosci, w rezultacie dla pewnej wartosci x nastepuje stopniowe

4Przytoczone z [55] p. 298] jako przektad A. P. Yushkevicha.
5Tej samej metody uzywali w swych pracach G. Lagrange, J.—B. Fourier (1822) i P. A.
Rakhmanov (1803).
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przyblizenie f’(z) do wielkosci M Stad okazuje sie, ze wielko$¢ ta zawsze
znajduje si¢ migdzy dwoma wartoéciami pochodnej, obliczonymi miedzy x a x +i.
Zalézmy, ze x + i = z oraz w = p. Wbwczas

f(z)=f@)+p- (z—2)
Kontynuujac procedure, Ampére otrzymuje
f(2)=fl@)+ f(z)- (z—2)+p - (2 —2),

1" (@)
G

f2)=f@)+ f'(2)- (z —z) + _x)2+%”

R R O e R I RN

[\)
w

i tak dalej.

Ampére przytacza przyktady rozwiniecia niektérych funkeji elementarnych. Na-
stepnie, rozpatrujac f(z) jako pierwotng w stosunku do f’(x), otrzymuje on zwiazek
znaku pochodnej ze wzrastaniem lub zmniejszaniem si¢ funkcji. Dow6d Ampére’a
wyglada bardzo topornie. Wlasnie ta niedoskonatosé wywotala u Augustina Louisa
Cauchy’ego (1789-1857) cheé stworzenia prostej i ladnej konstrukeji, co, jak dalej
zobaczymy, stalo sie zrédlem stworzenia jezyka e — §”.

0Od 1813 r. Cauchy wyktadal w Szkole Politechnicznej, a w 1816 zostal akademi-
kiem. W roku 1821 ukazal si¢ jego Cours d’Analyse [11] (przeklad na jezyk rosyjski
— [10]), wygloszony w Krélewskiej Szkole Politechnicznej, w ktérym Cauchy po-
daje okreslenie pojecia funkcji ciaglej: Funkcja f(x), dana miedzy dwoma znanymsi
wartosciami granicznymi (granicami) zmiennej x, jest funkcjq ciggle tej zmien-
nej, jezeli dla wszystkich wartosci zmiennej x, wzietych miedzy tymi wartosciami
granicznymi (granicami), warto$é liczbowa réznicy f(x + o) — f(x) nieskoricze-
nie zmniejsza sie wraz z «. Inaczej mowige, funkcja f(x) pozostaje ciagle dla x
miedzy dwoma danymi wartosciami granicznymi (granicams), jezeli miedzy tymi
wartosciami granicznymi (granicami) nieskoriczenie maly przyrost zmiennej za-
wsze prowadzi do nieskonczenie matego wzrostu samej funkcji. Dodajmy takze, iZ
funkcja f(x), ciggla dla x, bedzie cigglq réwniez dla sgsiednich (voisinage) wartosci
zmiennej x, znajdujgcych sie miedzy tymi samymi wartosciami granicznymi (grani-
cami), niezaleznie od tego jak blisko od tych granic znajdowalby sie x [11], p. 43].
Pod pojeciem wartosci granicznej (granicy) rozumie on tutaj punkt kraficowy roz-
patrywanego przedziatu.

W przysztosci, przy kazdym nawiazaniu do funkcji ciagtej, Cauchy powtarzat
to okreslenie i uzywal tylko jego. Angielski historyk matematyki J. Gray zaz-
nacza: ChociaZz granice rzeczywiscie pojawily sie w okresleniach Cauchy’ego, to
tylko w sensie punktu kranicowego obszaru okreslenia [29] p. 62]. Gray wydziela
tylko jeden z dwdch aspektéw pojmowania granicy przez Cauchy’ego — jako granicy
przedziatu (granice inse-ograniczona), pozostawiajac bez komentarza badania Cau-
chy’ego nieokreslonoéci w punkcie kraficowym (granica intra—ograniczona), na
przyktad, granica stosunku sinusa do tuku.

W pierwszym rozdziale Kursu analizy Cauchy rozpatruje szczegdlne wartosci
funkcji i udowadnia twierdzenie, ktore bedzie mu potrzebne do rozpatrzenia rowno-
waznosci nieskonczenie matych.
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TWIERDZENIE 1 ([10], P. 46])
Jezeli ze wzrostem zmiennej x réznica f(x + 1) — f(x) dezy do znanej granicy k,

to rowniez ulamek @ réwnoczesnie dgzy do tej samej granicy.

Dowdd. Zatézmy, ze wielkos¢ k ma wartosé skonczona i ze € jest dowolnie
mala liczba. Zgodnie z warunkiem, ze wzrostem x réznica f(x + 1) — f(z) dazy
do granicy k; oprocz tego, zawsze mozna wzial tak duza liczbe h, ze przy «,
réwnym lub wiekszym h, réznica ta stale bedzie miedzy granicami k — e,k +
€. Przyjmujac to, oznaczmy przez n jakakolwiek liczbe catkowita. Wtedy kazda
wielko$¢ postaci: f(h+1)—f(h), f(h+2)—f(h+1),..., f(h+n)—f(h+n—1), astad
ich $rednia arytmetyczna, tj. M, bedzie miesci¢ si¢ miedzy granicami
k — e,k + . Dlatego M = k + «, gdzie a - wielko$¢ miedzy granicami
—&, +e€.

Teraz niech h + n = z, wéwczas poprzednie rownanie przeksztalci sie w

f(z) = f(h)
r—h

stad f(z) = f(h) + (z — h) - (k + a) oraz

@:‘@—k(l—i)-(lﬂ-ﬁ-a). (2)

=k+a, (1)

Aby warto$é x mogla wzrasta¢ w sposéb nieograniczony, wystarczy w sposéb
nieograniczony zwigkszaé liczbe n, nie zmieniajac wartosci h. Dlatego przyjmij-
my h jako stala w réwnaniu , a x przyjmiemy jako zmienna, dazaca do granicy
oo; wtedy wielkosci @, %, zawarte w drugiej czeéci, beda dazy¢ do granicy zero,
a cala druga cze$é¢ do granicy rodzaju k + «, gdzie « stale miesci si¢ miedzy —e
i +¢. Dlatego stosunek %r) bedzie posiadal granice w postaci wielkoéci, zawartej
miedzy k —ecik+e.

Poniewaz wniosek ten jest stuszny, jakkolwiek male nie byloby ¢, to niewiadoma
granicg funkcji bedzie wielkoé¢ k. Innymi stowami

lim@ =k =lim[f(z+1) — f(z)].

Analogicznie rozpatrywany jest przypadek, gdy k jest réwne oo [10, p. 46-49].

Jak widaé, jest juz tu struktura, ktérej rozwdj doprowadzil do pojawienia sie
metody ,,& — §”. Liczba € jest tu wielkoscia skonczona, ktéra jest réwniez dowolnie
mala oceng btedu. Cauchy udoskonala konstrukcje Ampére’a. Po uptywie dwéch
lat udoskonala on uzasadnienie tego dowodu. Lecz konieczno$¢ wykladania kursu
tradycyjnie, bez eksperymentowania nowoéci, na razie nie pozwalata Cauchy’emu
eksperymentowaé z wprowadzeniem nowych metod. Sadzac po tym, ze Cauchy
musial wyklada¢ studentom podstawy (sprowadzenie do wspdlnego mianownika,
podstawy trygonometrii, wlasnosci funkcji wykladniczych), praygotowanie podsta-
wowe stuchaczy bylo skromne. Wiadomo, ze studenci glosno protestowali przeciw
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studiowaniu liczb zespolonych — zupelnie niepotrzebnego, ich zdaniem, rozdzialu
matematyki.

W podstawowym kursie Cauchy’ego zawarte jest oméwienie funkcji elemen-
tarnych z jedna i kilkoma zmiennymi, funkcji ze zmienna rzeczywista i urojona
(zmienna zespolong nazywano wéwczas urojona), ich wlasciwosci, teoria granic
z poréwnaniem wielkosci nieskonczenie matych, teoria szeregéw, wzory interpola-
cyjne Lagrange’a.

W roku 1822 ukazalta sie w druku Théorie analytique de la chaleur J.B. Four-
iera [24] p. 139], w ktérej uzywa on d—przyrostow.

W 1823 roku zostal opublikowany Konspekt kursu wykladow z rachunku wiel-
kosci nieskoriczenie malych [14], prowadzonego przez Cauchy’ego w Szkole Po-
litechnicznej. Kurs przewidziany byl na 40 wykladéw. W jezyku rosyjskim ukazal
sie on pod nazwa Rachunek réiniczkowy i catkowy w przektadzie W. J. Bunia-
kowskiego w 1831 roku [12]. Zawarte w nim jest okreslenie granicy: Jezeli wielkosci,
przypisywane jokiejkolwiek wielkosci zmiennej, coraz bardziej zblizajg sie do okre-
slonej wielkosci tak, Ze w koricu bedg rozZnié sie od niej dowolnie malo, to te ostatnie
wielkodci nazywajq sie granicg wszystkich pozostatych [12), p. 3] i okredlenie funkeji
ciaglej: Jezeli funkcja f(x) zmienia sie z wielkoscig x w taki sposdb, ze dla kazdej
wartoéci tej zmienianej wielko$ci, mieszczqgcej sie w danych granicach, ma ona
jedng zupelnie okreslong wielko$é, wtedy réznica f(x+1) — f(x) miedzy granicams
wielkosci x bedzie wielkoScig nieskoriczenie malq; lecz funkcja f(x), spelniajgca ten
warunek, nazywa sie miedzy tymi granicami funkcja ciggle zmiennej x [12) p. 11].
I dalej w drugim wykladzie: Jezeli wielkosci zmienne sq zwigzane miedzy sobg
tak, Ze z wartosci jednej danej wielkosci mozna otrzymac wartosci pozostatych, to
nalezy pod tym rozumied, Ze te rozine wielkoSci sq wyrazane przy pomocy jednej
z nich, zwanej »zmienng niezaleing«, a przedstawiane przez nig wielkosci nazy-
wane sq¢ »funkcjami« od tej zmiennej.

Czesto w obliczeniach uzywana jest litera A dla oznaczenia jednoczesnego
zwiekszenia dwoch zmiennych, zaleznych jedna od drugiej.

Tej uwagi nie bylo w kursie z 1821 roku. Tu Cauchy wskazuje na zwiazek
miedzy przyrostem funkcji a przyrostem argumentu, ale nie konkretyzuje zaleznosci
ich zmiany, jak zrobil to czterdziesci lat p6zniej Weierstrass. Zamiast tego przy-
tacza typowy dla XVIIT i XIX wieku termin jednoczesnie (simultané). Dodaj-
my, ze trudno$¢ wyliczenia granicy byla mierzona dlugoscia czasu potrzebnego
na wykonanie obliczen. Newton méwil np., ze moze obliczyé¢ pole powierzchni pod
parabola w ciagu polowy kwadransa, a takze: w chwili, gdy uplywa godzina, nie ma
juz wiecej jakiejkolwiek figury wpisanej lub opisanej; ale kazda z nich naklada sie
na figure krzywoliniowq, ktora jest granicqg, ktérg one osiggajg. Inni matematycy
XVIII wieku takze okreslali proces graniczny jako zajmujacy pewna liczbe godzin,
mozliwy do wykonania w czasie. Przy czym symbol € oznaczal btad obliczenia,
w tym réowniez u Cauchy’ego.

Wtedy zmienna y bedzie wyrazona jako funkcja zmiennej x réwnoscig

y = f(x). (3)

W takim razie, jezeli zmienna y jest wyrazona joko funkcja zmiennej x réwnos-
cig y = f(x), to Ay, lub przyrost y od przyrostu Az zmiennej x, bedzie okreslony
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wzorem
y+ Ay = f(x + Ax). (4)
(...) Oczyuwiste, (@ ) $q zwigzane, wiec
Ay = f(z+ Az) — f(z). (5)

Zatozimy, Ze h oraz i sq dwiema réznymi wielkosciami, z ktorych pierwsza jest
skorniczona, a druga nieskonczenie mata, oraz, e o = % jest wielko$cig nieskoricze-
nie malq, wynikajgcq ze stosunku tych dwoch wielkosci. Jezeli Ax odpowiada wiel-
ko$¢ skonczona h, wowczas wielkosé Ay, zadana réwnoscig (@, bedzie tak zwang
réznicq skoniczong funkcji f(x), i bedzie, oczywiscie, wielkoscig skoniczong.

Jezeli natomiast, odwrotnie, nadaé Ax wartosé nieskoniczenie malg, na przy-
klad, Az = i = ah, to warto$é Ay wynosi f(xz +1i) — f(z) lwb f(z + ah) — f(x),
1 bedzie, oczywiscie, nieskoniczenie mata. Latwo to zauwazyé na przykladzie funkcji
A® sinx, cosx, ktérym odpowiadajq réznice

Am—&-i_Am:(Ai_l)_Am’

sin(z +14) —sinz = QSIH§COS (x—l— 2) ,

cos(z +1) — cosx = —2sin 5 cos (IE + 2) .
Kazda z tych réznic ma czynnik (A* — 1) lub sin %, ktory przy i zmierzajgcym do
zera, zmierza do granicy Townej zero.

W ten sposdd, dla funkcji f(x), przyjmujgcej w jedyny sposéb wartosci skoriczo-
ne dla wszystkich x, znajdujgcych sie miedzy dwoma danymi granicami, roznica
flxz+1i) — f(x) bedzie zawsze miedzy tymi granicami nieskoniczenie mala, tj. f(x)
jest funkcjq ciggle w tych granicach, w ktérych ona sie zmienia.

Mowi sie jeszcze, ze w otoczeniu jakiejkolwiek wartoSci szczegdlnej zmiennej x
funkcja f(x) zawsze jest funkcjq ciggle tej zmiennej, jezeli jest ona ciggla miedzy
dwoma, nawet bardzo bliskimi, granicami, zawierajgcyms ten dany punkt [14] p. 17].

Przy zalozeniu, ze dowolna funkcja ciagta jest rézniczkowalna, Cauchy udowad-
nia twierdzenie o wartosci $redniej:

TWIERDZENIE 2 ([12], P. 36])

Zaléimy, ze funkcja f(x) jest ciggla miedzy dwoma granicami x = xg, x = X. Oz-
naczmy przez A najwiekszq warto$é jej pochodnej, przez B — najmniejszq wartosé
. . ; . . . . o F(X)=F(x0)
jej pochodnej miedzy tymi samymi granicami. Wiedy iloraz réinicowy B e
koniecznie bedzie miescié sie miedzy A a B. Oznaczmy literami 6, e nieskoricze-
nie male liczby, z ktorych pierwsza niech bedzie takiego rodzaju, Ze dla warto$ci
liczbowych i, mniejszych od §, oraz dla jakiejkolwiek wielkosci x, mieszczqcej sie

fa+i) =1 (
3

miedzy granicami o, X, iloraz 2) bedzie zawsze wiekszy od f'(x) — e

i mniejszy od f'(x) +e.

Podobnie jak Ampére, Cauchy nie uzywa zadnych obrazéw geometrycznych —
ani punktéw, ani odcinkow.
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Cauchy wspomina, ze w tym dowodzie podaza za pracami Ampére’a, o ktorych
mowa byla powyzej. Podobnie jak Ampére, Cauchy wstawia miedzy xo a X nowe
wartosci z1,Zo,...,T,—1 tak, zeby réznica X — xg zostala rozlozona na czedci
dodatnie z1 — zg, 2 — x1,...,X —x,_1, nie przekraczajace §. Ulamki %,
fla2)—f(z1) f(X)—flzn_1)

To—T1 ) X*wnfl
f(xo) + &, drugi: f'(x1) — ¢, f'(z1) + € , bedq wieksze od A — ¢, ale mniejsze
od B + €. Skoro ulamki majg mianowniki z jednym znakiem, to dzielgc sume ich
licznikow przez sume ich mianownikow, otrzymamy ulamek Sredni, tj. taki, wartosé

. LT . ; . F(X)=F(x0)
ktorego znajduje sie miedzy mniejszym a wiekszym z utamkow. Jednak Xfxo”
jest utamkiem Srednim, wiec miesci sie on miedzy granicami A—e a B+¢. Jest to
stuszne dla dowolnie matego €, tak wiec %‘fm@m) znajduje sie miedzy granicami

A a B. Inaczej méwiac,

znajdujge sie miedzy granicami: pierwszy: f'(xo) — €,

A< fl(z)—e< w < fl(z)+e<B
dla i < 94.

Cauchy genialnie uproscil dowéd Ampére’a, wprowadzajac prostsze oznacze-
nia. U Ampére’a dowod zajmuje potowe z 33 stron, u Cauchy’ego — dwie strony. Am-
pére wprowadza osiem wielkoSci pomocniczych i dla kazdej buduje oszacowanie ilo-
razu, zamiast usrednienia dowodzi on skomplikowane nieréwnosci. U Cauchy’ego
dowdd jest elegancki i krétki.

Jednak Cauchy nie analizuje zaleznosci € i 4 od siebie i zaleznosci § od kolej-
nej réznicy miedzy sasiednimi wartoSciami zmiennej. Praktycznie § pojawia sie
w spos6b deklaracyjny, bez jakiegokolwiek zwiazku z pozostaly konstrukcja.

Amerykanska badaczka Judith Grabiner uwaza, ze Cauchy przeksztalcat tech-
nike dowodowsg algebry nieréwnosci w Sciste narzedzie oceny bledu aproksymacji
[26].

Holenderski badacz T. Koetsier sadzi, ze Cauchy doszedl do swojej koncepcji
cigglodci, analizujac swdj dowdd twierdzenia o wartosci redniej, mozliwe, ze tylko
w przypadku wielomianéw. Oczywiste jest, ze u niego x, to wielkosci zmienne,
rozniace sie od wielkosci nieskorniczenie malej wielkoScia stala a. Zgodnie z okredle-
niem ciaglosci Cauchy’ego, f(x,) powinny réznié sie od f(a) o wielkosé nieskoncze-
nie malg. W odréznieniu od Grabiner, Koetsier analizujac dowdéd Cauchy’ego, nie
wykrywa zadnych $ladéw jezyka e — § [34].

Analizujac zatozenie Grabiner o tym, ze Cauchy tylko ocenial blad przyblize-
nia, Blaszczyk, Katz i Sherry dochodza do wniosku: W wiekszym stopniu byly
to trudnosci analizy wielkosci nieskonczenie matych, trudnos$ci ,epsilonistyki”. Po
otrzymaniu dolnego i gérnego oszacowania Cauchy wnioskuje, Ze ostatnie wartosci
réznig sie od pierwotnych dowolnie mato. Stychac tu stabe odglosy € — . Tymcza-
sem Leibniz korzystal z jezyka bliskiego Cauchy’emu: » Gdy mowiq, Ze jakies ciggi
nieskoriczone majg sume, ja rozumiem to tak, Ze dowolne szeregi skoriczone na tej
samej zasadzie majg sume, i ze blgd zmniejsza sie ze zwiekszeniem ciggu, i staje
sie dowolnie malty.« Czy Cauchy stosowal ,epsilonistyke”? — w takim przypadku
sto lat przed nim korzystal z niej Leibniz [5], p. 18].

Jak pisze moskiewska badaczka A. W. Dorofeewa o twierdzeniu Cauchy’ego
o $redniej, wniosek ten jest stuszny tylko wowczas, jezeli mozina dobrac jedng i te
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samg ¢ dla wszystkich z, a ten fakt wymaga udowodnienia [19, p. 48].

W 1985 roku w Paryzu ukazala si¢ drukiem ksiazka Bruno Belhoste’a Cauchy.
1789 — 1857 [3]. W 1997 roku zostal opublikowany jej przeklad na jezyk rosyjski [4].
Oto, co pisze autor na temat dowodu Cauchy’ego tego twierdzenia Lagrange’a: Za-
miast wzoru f(x+i)— f(x) = pi+qi2+ri®+- - -, ktéry pozwalat Lacroiz przedstawié
przyrost funkcji mozliwej do rozwiniecia w szeregi i okreslic rézniczke, Cauchy
udowodnil twierdzenie o przyrostach skonczonych: Jezeli funkcja f jest w sposcb
ciggly rozniczkowalna miedzy x a x+1, to istnieje rzeczywista liczba dodatnia 0 < 1,
taka, Ze

flx+i)— f(x) =i f(z+ 0d).

Wyprowadzil on ten wzor, uZywajec twierdzenia o wielkosciach posrednich, przed-
stawionego w » Analizie algebraicznej«, z nieréwnosci

inf f’($)§M< sup f'(z), (6)

z€[z0,X] X — Zo o z€[zo,X]

ktéra jest stuszna dla kazdej funkcji cigglej (a wiec rézniczkowalnej w pojeciu
Cauchy’ego) miedzy xo a X [Belhoste, p. 90].

Zauwazmy, ze twierdzenie o wartosciach posrednich w Kursie analizy z roku
1821 jest podane w nastepujacy sposob:

Twierdzenie o funkcji cigglej. Jezeli funkcja f(x) jest funkcja ciagla zmiennej
x miedzy granicami x = xg, x = X i b miesci sie miedzy f(x0) a f(X), to réwnanie
f(z) = b zawsze posiada rozwiazanie, znajdujace sie miedzy zo a X. [11} p. 50].

Belhoste uzupelnia twierdzenia Cauchy’ego rysunkami, podobnie jak my, pro-
wadzac wyklad dla studentéw, uzupelniamy twierdzenie Lagrange’a wykresem
funkcji i przedstawiamy cieciwe, laczaca punkty skrajne. Jednak w kursie Cau-
chy’ego nie ma zadnego rysunku, i nigdzie nie ma mowy o interpretacji geome-
trycznej twierdzen. Sformulowanie, przytoczone przez Belhoste’a, ma charakter
wspolczesny.

Dalej Belhoste kontynuuje: Dowdd, przeprowadzony przez Cauchy’ego w roku
1823 tylko dla funkcji rézniczkowalnych w sposdb ciagly na [xo, X], rozstawil jego
nowe metody © pozwolil zobaczycé roinice, jaka istnieje miedzy ciggtosciq zwyklq
a jednostajng.

Ale jego dowdd mieréwnodci @ byl oparty na zasadniczo blednym zaloze-
niu: jezeli funkcja f jest ciggla (a wiec jest rézniczkowalna w sensie Cauchy’ego)
miedzy xo a X 1 jezelie jest liczbg dodatniqg na tyle malqg, na ile tego chcemy, to jak
twierdzi Cauchy, istnieje taka liczba dodatnia 6°, Ze dla wszystkich i, mniejszych
od § i dla wszystkich © miedzy o a X

r+1)— f(x
1
W rzeczywistosci, nieréwnosé ta jest prawdziwa dla wszystkich x, polozonych
miedzy xo a X, tylko wtedy, jesli ' jest funkcjq jednostajnie cigglq miedzy dwoma
tymi liczbami (lub jest ciggla w przedziale domknietym ograniczonym [xg, X]).

6Zauwazmy, ze u Belhoste’a wyraznie powiedziane jest, ze dla epsilon dobierana jest delta,
podczas gdy u Cauchy’ego takiego wyraznego wskazania nie ma.
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Brak wyraZnego rozgraniczenia miedzy cigglos$cig a cigglosciqg jednostajng, jak
pokazuje ten blgd, byl stabym miejscem kursu Cauchy’ego. W kazdym bqdZ razie,
twierdzenie o przyrostach skoniczonych bylo stale uzywane @ okazalo sie centralnym
twierdzeniem rachunku rézniczkowego [3, p. 90—91].

Zauwazmy, ze i Ampére, i Cauchy mieli na mysli wlasnie przedzial domkniety
ograniczony. Wszystkie przyklady do tego twierdzenia byly przytoczone dla funkcji
elementarnych, ktére sa jednostajnie ciggle w przedziale domknietym. Powtérzymy
jeszcze raz stowa Cauchy’ego: Mowi sie, Ze w otoczeniu jakiejkolwiek wartosci
szezegdlnej zmiennej x funkcja f(x) zawsze jest funkcjq ciagla tej zmiennej, jezeli
jest ona ciggla miedzy dwoma, nawet bardzo bliskimi, granicami, zawierajgcymi
ten dany punkt [14, p. 17]. Formalizacje wykonal E. Heine w roku 1872.

Nigdy wiecej w swoich pracach, nawet w pdzniejszych, Cauchy nie uzywat
jezyka e — §”. Jak pisze Juszkiewicz, okreslenie cigglo$ci u Cauchy’ego jest na
tyle dalekie od »,epsilonistyki”«, jak jego definicja granicy [68, p. 69]. Aby metoda
dzialala, € i § powinny by¢ zwiazane miedzy soba i ze struktura przedzialu (ob-
szaru). Przytoczymy jeszcze punkt widzenia Putnama: Gdyby Weierstrass nie uza-
sadnilt metody epsilon—delta, trzeba byloby przyjec za istniejgce aktualnie wielkosci
nieskonczenie male, jok stalo sie to z liczbami urojonymi. My stopniowo rozsze-
rzamy uklad liczb rzeczywistych [42).

Zaleznosé epsilon—delta jest stopniowo odkrywana w pracach po$wieconych
jednostajnej zbieznosci i jednostajnej ciaglosci: w pracach P. Lejeune Dirichleta,
JL Raabego; w pracach G. Stokesa [1847], Seidela [1847], Riemanna [1854, para-
graph 5] i Cauchy’ego [1853].

Rozwojowi ,.epsilonistyki” towarzyszyl rozwdj pojecia ciagtosci. Rozpatrzymy
zagadnienie o podobienstwie funkcji ciagtej u Bolzano i Cauchy’ego.

W roku 1817 w Pradze ukazala si¢ drukiem niewielka broszura Bernarda
Bolzano Rein analytisches Beweis des Lehrsatszes, das zwischen je zwey Werthen,
die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung Liege. OkreSla on funkcje ciagla tak: pod wyrazeniem, Ze funkcja f(x)
zmienia sie zgodnie z zasadq cigglosci dla wszystkich wartosci x, ktore znajdujg
sie wewngtrz lub poza znanymi granicami, rozumie¢ nalezy tylko to, Ze jezeli x
jest jakakolwiek z tych wartosci, to réznica f(x 4+ w) — f(x) moze byé uczyniona
mniejszq, niz jakakolwiek dana wielko$¢, jezeli mozna przyjoé w na tyle dowolnie
male, lub zalozyd, ze f(z +w) = f(x) +w [1].

Bolzano znal dzieta Lagrange’a i Lacroix.

Zauwazalne podobienistwo idei Cauchy’ego i Bolzano nasunglo angielskiemu
historykowi matematyki Ivory’emu Grattan-Guinnessowi mysl o zapozyczeniu.

Whioski, ktore wyciaga Grattan—Guinness ze swojego badania, sa takie: Cha-
rakteryzujgc geniusz Cauchy’ego, nie chcialbym zbyt podkreslac, jok czujnie reago-
wal on na bodZce zewnetrzne, usitowalem nie osqdzac go, a opisaé gleboko$¢ i roz-
leglos¢ jego oryginalnosci. Bez wgtpienia, on i Gauss byli glownymi matema-
tykami pierwszych dziesiecioleci dziewietnastego wieku: dlatego jego dziela wzbu-
dzajq szczegdlne zainteresowanie historykow. Kierujge swojg uwage na pamflet
Bolzana 1817, mozliwe, ze Cauchy, wziety i aktywny matematyk-badacz oraz pro-
fesor trzech paryskich college’é6w, po prostu nie zwrécil uwagi, ze nie wymienit go
albo wrecz zapomnial napisaé, ze czytal go (chociaz ja osobiscie nie uvwazam tego
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wyjasnienia za zadowalajgce).

Zauwazimy takze jeszcze jedng ,zbieznosé idei” z malo znanymi twércami nie-
mieckimi, zadziwiajgco podobng do historii z dziela Bolzana. W kwietniu 1847
Grassmann, wowczas nauczyciel szkolny w Szczecinie, wystal Cauchy’emu dwa
egzemplarze swojego Ausdehnungslehre (1844 r.), ale nie otrzymal Zadnego potwier-
dzenia; tym miemniej w latach 1847-1853 Cauchy publikuje kilka prac z clefs al-
gébriques, ktore byly oparte na tych samych ideach a nawet mialy jednakowe oz-
naczenia [27].

W historii nauki jest sporo przyktadéw jednoczesnego powstania idei u réznych
naukowcow. Mozna nie zgodzi¢ sie z Grattan—Guinnesem w tym, ze u podstaw tego
lezalo zapozyczenie. Tradycja wcze$niej postawionego zagadnienia mogla byé¢ na
tyle silna, ze uwarunkowala jednakowe rozwigzanie, jednakowa odpowiedz matema-
tykéw pracujacych w réznych krajach. Tak bylo np. z geometria nieeuklideso-
wa, z pojeciem funkcji ciaglej (Bolzano i Cauchy opierali sie na pracach La-
grange’a). Tak bylo réwniez z pojeciem liczby niewymiernej i zasady ciaglosci,
gdy Méray, Heine i Cantor jednoczesnie zaproponowali podobne koncepcje, ktére
opieraly sie na kryterium Cauchy’ego zbieznosci ciagu [45].

W latach 1868, 1869 i 1872 [41] ukazaly sie w druku prace Charlesa Méraya,
w ktérych przy pomocy granicy zbudowal teorie liczb niewymiernych [48].

Od 1854 roku Karl Weierstrass rozpoczal wyklady na Uniwersytecie Berlinskim.
Wilasnie u niego pojawia sie symbolika taka, jak lim,—~, p, = co (opublikowana
w 1856 roku praca [58]).

Niestety, sam Weierstrass nie opublikowal, ani nawet nie zredagowal swoich
wyktadow, ktore w wiekszosci przypadkéw dotarty do nas w notatkach jego shucha-
czy. Eduard Heine martwil sie z tego powodu: Zasady Pana Weierstrassa sq przed-
stawione bezposrednio w jego wyktadach i posrednich doniesieniach ustnych, w reko-
pismiennych kopiach jego wykladow, i sq nader szeroko rozpowszechnione, jednak
nie byly one opublikowane w redakcji autora pod jego kontrolg, co przeszkadza per-
cepcji catosciowes |31, p. 172]. Jednak podstawowa koncepcja metody ,,e—§” ksztal-
towatla si¢ na jego wyktadach berlinskich. Jak pisze Juszkiewicz: wspdlczesne uje-
cie rachunku rézniczkowego, z jego €, d-technikq sformulowan i dowoddéw, ma swdj
poczgtek, jak wiadomo, w wykladach Weierstrassa w Uniwersytecie Berlinskim,
opracowania ktérych zostaly wydane przez jego stuchaczy [57, p. 192].

Najstarszy znany tekst Weierstrassa z wykorzystaniem techniki ,,e —§” to kon-
spekt jego wykladu z rachunku rézniczkowego, wygltoszonego w semestrze letnim
w 1861 roku w Berlinskim Krélewskim Instytucie Rzemieslniczym. Konspekt byl
uloZony przez ucznia Weierstrassa Schwarza i teraz jest przechowywany w instytu-
cie Mittag—Lefflera w Szwecji. Schwarz mial wtedy 18 lat i konspekt sporzqdzil
dla siebie, a nie do druku [57, p. 192]. Zapiski Schwarza zostaly odnalezione
i opublikowane przez P. Dugaca [20]. W zapiskach tych po raz pierwszy pojawia
sie definicja funkcji ciaglej w jezyku ,epsilonistyki”: Jezeli f(x) jest funkcjg x iz -
wartoscig okreslong, to przy przejéciu x do x+h funkcja zmieni sie i bedzie f(x+h);
réznica f(x + h) — f(z) nazywana jest zmiang, ktérg uzyskuje funkcja ze wzgledu
na to, zZe argument przechodzi od x do x + h. Jezeli mozliwe jest okreslenie dla h
takiej granicy 9, Ze dla wszystkich wartosci h, wedtug wartosci bezwzglednej jeszcze
mniejszych niz 0, f(x+h)— f(x) stanie sie jeszcze mniejsza, niz jakakolwiek, na ile
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to mozliwe, mala wielkoS¢ €, to mozna powiedzieé, ze nieskoriczenie matym zmia-
nom argumentu odpowiadajg nieskonczenie male zmiany funkcji. Mozna bowiem
powiedzied, zZe pewna wielkosé moze staé sie nieskoniczenie mala, jezeli jej wartosé
bezwzgledna moze staé sie mniejsza od jakiejkolwiek dowolnie wybranej matej wiel-
kosci. Jezeli pewna funkcja jest taka, zZe nieskoriczenie malym zmianom argumentu
odpowiadajg nieskonczenie male zmiany funkcji, to mozna powiedzied, ze jest ona
funkcjg ciggle argumentu, lub, Ze ona nieprzerwanie zmienia sie wraz ze swoim
argumentem [57, p. 189].

W roku 1872 zostal opublikowany artykut E. Heinego Wyklady z teorii funkcji
(Die Elemente der Functionenlehre), gdzie podaje on definicje funkeji ciaglej wg
Weierstrassa w jezyku epsilon—delta [31, p. 178]. Jednak granice funkcji Heine
okresla na podstawie rachunku na podciagach [31 p. 182-183], co jest uzasadnione
metodologicznie.

W roku 1885 ukazal sie podrecznik O. Stolza Wyklady z arytmetyki ogdlnej
wedlug nowego punktu widzenia (Vorlesungen tber allgemeine Arithmetik: Nach
den meueren Ansichten), w ktérym Stolz przedstawil definicje Cauchy’ego wg
Weierstrassa, w jezyku ,& — 67 [52].

Legenda o tym, ze jezyk ,epsilonistyki” stworzyl Cauchy, pojawila sie wskutek
»lekkiej reki” H. Lebesgue’a w jego Wykladach z catkowania i odnalezienia funkcji
pierwotnych w roku 1904: Dia Cauchy’ego funkcja f(x) jest ciggla dla wartosci xy,
jezeli, jaka by nie byla liczba dodatnia £, mozna znaleZé n(e) takq, Ze nierdwnoscé
|h] < n(e) pocigga za sobg |f(xo+h) — f(xo)| < €; funkcja f(x) jest ciggla w [a,b],
jezeli relacja miedzy € a n(e) moze byé wybrana niezaleinie od xy dla dowolnego x
w (a,b) [40, p. 13]. W zwiazku z tym Juszkiewicz pisal: W swoim slynnym dziele
z teorit catkowania H. Lebesque z jakiegos powodu przypisuje Cauchy’emu okresle-
nie cigglosci funkcji w punkcie, sformufowane w terminach »,epsilonistyki”« z po-
czgtku XX wieku i charakteryzuje te definicje jako klasyczng. To jeden z wielu
przykladow tego, jak modernizowane sq wypowiedzi autoréw z dawnych czaséow
nawet przez tak wybitnych matematykdw, jakim byt H. Lebesgue [58, p. 69].

Niestety, wiekszo$¢ bledéw historycznych zdarza sie dlatego, ze autorzy nie
zwracaja sie do pierwozrodel, a ufaja posrednim wolnym opowiadaniom, z reguly
napisanym z uzyciem jezyka wspolczesnego. Widzielidémy wyzej interpretacje Bel-
hoste’a poprzez supremum i infimum dodanie obrazu geometrycznego; widzieliSmy
interpretacje Lebesgue’a, Stolza i inne. Bolzano w roku 1817 i Cauchy w 1821 sfor-
mulowali definicje granicy w formie jakosciowej i definicje funkcji ciaglej w jezyku
przyrostéw; Cauchy jeden raz zastosowal ¢ i § przy udoskonaleniu dowodu Am-
pére’a, ale Cauchy stosowal € i § jako skonczone oceny bledu, gdzie 4 nie zalezy od
€. Bolzano nigdzie nie uzywat tej techniki. Zgodnie z konspektem wyktadu Weier-
strassa z 1861 roku, to wlasnie on jako pierwszy uzyl jezyka € i § jako metody.

W roku 1821, gdy Cauchy pisatl swéj Kurs analizy, w Berlinie urodzit sie
Eduard Heine, ktory po uptywie 51 lat sformutowal pojecie ciagtosci jednostaj-
nej. Weierstrass w roku 1821 mial 6 lat, i mineto okolo 40 lat, nim uzyt ,ep-
silonistyki” z cala moca.

W roku 1960 pojawila sie analiza niestandardowa, uzywajaca wielkosci aktu-
alnie nieskoniczenie maltych. Zwolennicy analizy niestandardowej nazywaja jezyk
epsilon—delta wirusem w zdrowym ciele matematyki.
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Obecnie w kursach analizy uzywane sa trzy definicje granicy funkeji i ciagtosci
funkcji: wedlug Heinego, Cauchy’ego i Weierstrassa. W subtelnych kwestiach,
zwiazanych z cigglodcia, preferowany jest bardziej jezyk epsilon—delta.
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