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Potega macierzy Toeplitza

Streszczenie. W artykule bedziemy rozpatrywaé macierze Toeplitza odnoszac
sie do ich ciekawej struktury. Zwrécimy uwage na to, ze nie zawsze potega
macierzy Toeplitza bedzie macierza Toeplitza. Przytoczymy i przeanalizu-
jemy z [3] warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby kazda dodatnia
i calkowita potega macierzy Toeplitza byla macierza Toeplitza.

Abstract. In the article we will consider the Toeplitz matrices refer to their
interesting structure. We will draw attention to the fact that the powers of
a Toeplitz matrix is not necessarily Toeplitz matrix. We will cite and ana-
lyze from [3] the necessary and sufficient condition, that all positive integer
powers of a Toeplitz matrix is still Toeplitz matrices.

1. Wstep

W pracy bedziemy rozpatrywaé¢ macierze Toeplitza wyrdzniajace sie specy-
ficzna struktura. Ponizsza praca bedzie dotyczyta wybranych wlasnosci macierzy,
ktére maja te same wartosci na poszczegdlnych przekatnych. Macierze takie poja-
wiajg sie w sposéb naturalny w rozwazaniach zwigzanych z réznymi zagadnieniami
matematycznymi i maja szerokie zastosowania, ktére zostaly opisane w [I]. Przed-
stawione zagadnienia w wiekszodci pochodza z pracy [3]. Gléwnym celem tego
artykulu jest uszczegélowienie dowoddéw przeprowadzonych w [3] oraz przytocze-
nie i przeanalizowanie warunku koniecznego i wystarczajacego na to, aby kazda
dodatnia i catkowita potega macierzy Toeplitza byla macierzg Toeplitza.

2. Podstawowe pojecia

Na poczatku przypomnijmy definicje z teorii macierzy.
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DEFINICIA 2.1
Funkcje A : I, x J, = C, gdzie I,,, = {1,...,m}, J, = {1,...,n} taka, ze
A(1,7) = a; ; nazywamy m X n wymiarowa macierzg A. Macierz A mozna zapisaé

a1 @12 a1,3 -+ Q1n
a1 A22 @23 -+ G2n
A= , (2.1)
| Am,1 " Qm,n |

gdzie m,n € N. Macierz A utworzona z m wierszy i n kolumn, na ktore sktadaja sie
elementy a; ; bedziemy oznaczaé jako [a; ;]. Zbibr wszystkich m x n wymiarowych
macierzy bedziemy oznaczaé przez M,,, (C).

DEFINICJA 2.2

Niech A = [a; ;] € M,,,,(C). Elementy aj1,a232,...,a,,, macierzy A nazywamy
diagonalnymi. Macierz kwadratowa A nazywamy diagonalng, gdy a;; = 0 dla
i # j. Ponadto, jezeli elementy a1 1,as22,...,ay,, macierzy diagonalnej sa réowne,

wtedy macierz A nazywamy macierzq skalarng.

DEFINICIA 2.3
Macierz Ag = [a; ;] € M, (C) taka, ze a; ; = 0 dla i < j, czyli macierz postaci

_CL171 O 0 e 0
2.1 a22 0--- 0
Ag=| . o (2.2)
0
|an,1 - Qp n |

nazywamy macierzq dolnotréjkqetng. Odwrotnie jezeli a; ; = 0 dla ¢ > j, to macierz
nazywamy macierzg gornotrojkgtng.

W celu lepszego zrozumienia przeprowadzonych w dalszej czeSci rozumowan, przy-
pomnijmy definicje iloczynu macierzy, biorac pod uwage wylacznie macierze kwa-
dratowe.

DEFINICJA 2.4
Tloczynem macierzy kwadratowych A = [a; ;] , B = [b; j] € My, (C) nazywamy taka
macierz C' = [¢; j] € M,,,,(C), ktérej wyrazami sa liczby

n
Cij = E @ipbpj = ai1bij + aibej + ... 4 ainbnj,
p=1

dla kazdej pary 1, j, gdzie i,5 =1,...,n.
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3. Macierze Toeplitza

DEFINICIA 3.1

Macierz T,, = [t; ;] € My,(C) nazywamy macierzq Toeplitza, jezeli t;; = ti
zawsze, gdy j —i =1 — k, gdzie i,j,k, 0l = 0,1,...,n — 1. Dla macierzy Toeplitza
wprowadzmy oznaczenie t;_; = t; ;. Zatem jest to macierz wymiaru n x n, ktérej
ogblna postaé jest nastepujaca

to ty to - th—1
t_q to 11
t ot
T, = (3.1)
to t1
Lt—(n-1) ot to

PRZYKEAD 3.2
Przyktady macierzy Toeplitza

(45100
74510
1) |i7451],
0i745
00074

(1234
4123
@ 13412
2341

Mozna zastanawiac¢ sig, jak silna jest struktura macierzy Toeplitza. Naturalnym
podczas badania wtasciwosci tego typu macierzy jest pytanie, czy pewne dziala-
nia sa wewnetrzne w zbiorze wszystkich macierzy Toeplitza ustalonego wymiaru.
Spéjrzmy na ponizszy przyktad.

PRrRZYKEAD 3.3

40710 1280 521510

3407 6128 95215

AvB=l1340] " |4612] T |595 2

9134 2461 1159 5
Zastandéwmy sie czy suma dwoch macierzy Toeplitza jest zawsze macierza o takiej
samej strukturze. Podczas dodawania macierzy Toeplitza A = [a;_;] oraz B =
[bj—;] dodajemy odpowiednio elementy a;; + b;; dla 4,5 = 0,...,n — 1. Niech
C = la;; +bij] = laj—i + bj—;] = [¢j—]. Zatem suma dwéch macierzy Toeplitza

jest zawsze macierza Toeplitza.

Sytuacja okazuje sie bardziej skomplikowana jesli rozwazymy dzialanie mnoze-
nia.
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PRzZYKEAD 3.4

5 1 48 1 416 110 143 98 35
AB 245 14 (9141 _ 105 110 143 98
1224 5 1 129 14 294 105 110 143
312245 6 1291 429 294 105 110

Zatem istnieja takie macierze Toeplitza, ktorych iloczyn jest macierza Toeplitza.
Nasuwa sie pytanie czy jest tak zawsze. Kolejny przyktad pokazuje, ze nie.

PRZYKLAD 3.5

5222 2416 94 80 59 44
AB — 7522 (212 41 (161 94 73 59
7752 721 24 224 161 87 73
TTTH 14 7 212 280 224 154 87

Pozostaje rozstrzygnaé, czy przy danym dodatkowym zalozeniu dla pewnego pod-
zbioru zbioru wszystkich macierzy Toeplitza mnozenie jest dzialaniem wewnetrz-
nym. Zanim podamy odpowiedni lemat zdefiniujmy przekatne macierzy Toeplitza.

DEFINICIA 3.6

Dla kazdej macierzy A = [a; ;] € My,,(C) r-gdrno diagonalng przekqtng nazywamy
réwnolegly przekatna do gltéwnej przekatnej, ktérej elementy sa postaci a;tr,
gdzie 1 = 1,2,...,n —r dlar = 1,2,...,n — 1. Natomiast r—dolno diagonalng
przekgtng nazywamy przekatna, ktérej elementy sa postaci a;;—r, gdzie i = r +
1L,r4+2,....ndlar=1,2,...,n—1.

LEMAT 3.7 ([3], Lemma 1)

Niech A = [a;_;], B = [bj—;] € M,,,,(C) bedg nieskalarnymi macierzami Toeplitza
dla n > 2. Jezeli a;bj_y, = a;_nb; dla i,j = 1,...,n — 1, to macierz AB =
[cij] € My, (C) jest macierzq Toeplitza. Ponadto jesli AB = C = [c;j_;], wtedy
Cillj—p = Ci—nQj 0T0Z Cibj_p = C;_nb;, dlai,7=1,2,...,n— 1.

Dowéd. Niech A = [am] = [a]‘_i],B = [b77]] = [bj_7] S Mnn(C) b@d@
macierzami Toeplitza, ktére nie sa skalarne, n > 2 oraz AB = C = [¢;;] €
M,,,,(C). Z definicji iloczynu macierzy kwadratowych mamy

n n
Cij = Zai’pbp’j = Zap,ibj,p, dla i,j=1,...,n. (3.2)
p=1 p=1
Dlar=1,2,...,n— 1, r—gérno diagonalne przekatne maja postaé
n n—1i
Ciigr = Zap,ibzurr,p = Z agbp—q, dla i=1,...,n—7, (3.3)
p=1 q=1—1

(n — r)—dolno diagonalne przekatne maja postaé

n—1

n
Cijitr—n = Zap_ibi+,._n_p = Z agbr—pn—q, dla i=n—r+1,...,n, (3.4)

p=1 q=1—1



Potega macierzy Toeplitza [33]

natomiast elementy na gléwnej przekatnej maja postac

n—iu

Ciji = Zap,ibi,p = Z agb_g, dla 1=1,2,...,n. (3.5)
p=1

q=1—1

Zalézmy, ze zachodzi warunek a;b;_, = a;_,b; dlai,7 =1,...,n— 1. Rozpatrzmy
pierwszy przypadek gdy a;a;—, = 0 dla kazdego ¢+ = 1,...,n — 1. Wéwczas dla
kazdego j =1,...,n—1,0=a;bj_na;—nb; = a?b?_n = a?_nb?. Istnieje takie ig =
1,...,n—1, ze a;, = 0 oraz a;,_, # 0lub a;, # 0 oraz a;,—,, = 0, co wynika z faktu,
ze macierz A nie jest skalarna. W pierwszym przypadku jezeli a;,—nb; = a;ybj—pn =
0, to b; = 0 dla kazdego j = 1,...,n — 1, to znaczy ze B jest dolnotréjkatng
macierza Toeplitza. Zauwazmy ze B nie jest macierza skalarna, zatem istnieje
jo=1,...,n—1 takie ze bj,_,, # 0, co implikuje nam ze a; = 0. Zatem a;b;,—,, =
ai—nbj, = 0, stad A jest dolnotréjkatng macierza Toeplitza. Pokazemy teraz ze
lemat zachodzi gdy obie macierze sa dolnotréjkatnymi macierzami Toeplitza, czyli
w przypadku gdy

ago 0 0 bo 0 0

AB — a_1 Qo b_l bo
0 0
a_(n—1) ""* A1 Qo b_(n—1) "+ b_1bo

Dlar=1,2,...,n — 1 mamy

n—i
Cijitr = Z agbr—g=0dla i=1,...,n—r.
q=1—1
Elementy ponizej gtownej przekatnej dla i =n —r +1,...,n sa postaci

n—i n—1 —1
Ciitr—n = E aqbr—n—q = § aq—nbr—q = E aqbr—n—q
g=1—1¢

q=1—1 qg=r—m
—1 0 0
= E agbr_n_q + E Ogbr—n—q = E Qgbr_n_q.
q=r—m q=—1+1 q=r—m

Elementy na gléownej przekatnej dla ¢ = 1,2,...,n sa postaci

n—ia

Cii = Z agb_g = agbg dla i =1,...,n.

qg=1—1¢

Podsumowujac lemat jest prawdziwy gdy obie macierze sa dolnotréjkatnymi ma-
cierzami Toeplitza oraz w przypadku gdy obie macierze sa macierzami gérnotrojkat-
nymi, czyli gdy istnieje ip = 1, ...,n—1 takie, ze a;, # 0 oraz a;,—, = 0. Oznaczmy
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a; = b,ﬂ- oraz b; := a/ﬂ- gdzie 1 =0,1,...,n — 1. Wtedy

[[ao a1 -+ an—1 bo by -+ br—1 g
0 ap - 0 by - -
aq bl
0--- 0 a 0--- 0 by
- / / 3.6
ag 0 --- 0 by 0 --- 0 (3.6)
a aé b, b:)
0 0
_a_(n_l) oo a_l ao b—(n—l) “oe b—l bo

Zatem korzystajac z pierwszego przypadku, gdy obie macierze sa dolnotréjkatne
otrzymujemy

?6 Q e 0
c_1 ¢
(AB)" = : (3.7)
0
C,—(n—l) s c/_l cé

Dla pewnych c/_i € C. Oznaczmy c; = c/_i €C, gdziei=0,1,...,n— 1. Wtedy

Co €1 "+ Cp—1
O CO PR
AB=|: o ) (3.8)
C1
0 0 Co

Lemat jest prawdziwy gdy obie macierze sa macierzami gérnotréjkatnymi Toeplitza.
Przypadek gdy b;b,—,, = 0 dla kazdego ¢ = 1,...,n — 1 dowodzi sie podobnie
jak przypadek a;a;—, = 0 dla kazdego ¢ =1,...,n — 1.
Rozpatrzmy przypadek, gdy istnieja p,q = 1,...,n — 1 takie, ze apap—n # 0
oraz bybg—n # 0. Zaktadamy ze a;bj_, = a;—,b;. Pierwszy element na gérnodia-
gonalnej przekatnej ma postac

n—1 n—2
Cl,14r = E aqbr—q = E aqbr—q + an—lbr—n—i-l
q=0 q=0

n—2 n—2
=a_1b41 + E agbr—q = E agbr—q = 2,24+
q=0

q=-1
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Zatem pierwszy element tej przekatnej jest rowny drugiemu. Podobnie

n—2 n—3
C2.24r = E a)qbr—q = § aqbr—q + an—2b7'—n+2
g=-1 q=-1
n—3 n—3
= a_ng_Q + E aqbr_q = E aqbr_q = C3,3+4r-
qg=—1 q=—2

W rezultacie drugi element jest réwny trzeciemu. Postepujac analogicznie otrzy-
mujemy przedostatni element, ktéry mozemy zapisaé¢ nastepujaco

r+1 r
Cn—r—1n—-1= Z aqbrfq = Z aqbrfq + ar+1b,1
q=r q=r—m+2
T T
= a'r‘—n—i—lbn—l + Z aqbr—q = Z aqb7'—q = Cn—rmn-
g=r—n+2 g=r—n+1

Zatem elementy na gérnej przekatnej dlar =1,2,...,n—1 sa rowne oraz elementy
na gléwnej przekatnej sa réwne. Podobnie dla » = 2,3,...,n — 1 elementy na

dolnych przekatnych sa postaci

r—1 r—2
Cn—r+1,1 = E aqbr—n—q = E aqbr—n—q + ar—lbl—n

g=r—n g=r—n
r—2 r—2
= ar—n—lbl + § aqbr—n—q = § aqbr—n—q = Cn—r42,2
q=r—m q=r—m—1
oraz
r—2 r—2
Cp—r422 = § aqbr—n—q = § a'qbr—n—q + a/r—2b2—n
g=r—m—1 q=r—m
r—3 r—3
= ar—n—2b2 + § aqbr—n—q = E aqbr—n—q = Cn—r43,3,
qg=r—m—1 q=r—m—2
1 0
Cn—1,r—-1 = § aqbr—n—q = § aqbr—n—q +aibr_n_1
q=2—n qg=2—n
0 0
=a1-nbr_1+ § aqbrfnfq = § aqbrfnfq = Cn,r-
qg=2—n g=1—n

Zatem wszystkie elementy na (n — r)- dolno diagonalnych przekatnych sa réwne.
Ponadto jesli przyjmiemy AB = C = [¢;_;], to
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i—1

Cillj—n = boaiaj_n + aobiaj_n + E aqbi_qaj_n

q=i—n-+1
q#0

i—1
= boai_naj + aobi_na]‘ + E aqbi_q_naj = Ci—nQj-

g=i—n+1
q#0

i—1
Cibjfn = boaibj,n + aobibj,n + Z aqbi,qu,n

q=i—n+1
q#0

i—1
= boai_nbj + aobi_nbj + Z aqbz-_n_qu = Ci_nbj,
T
dla kazdego 7,j = 1,2,...,n — 1. Zatem faktycznie c;a;_,, = ¢;—na; oraz c;bj_, =
ci—nbjdlai,j=1,2,...,n—1.
|

LEMAT 3.8 ([3], Lemma 2)

Niech A = [aj—;] € My, (C) bedzie macierzqg Toeplitza, ktora nie jest macierzq
skalarng, n > 2. Jezeli a;a;—p, = a;—naj dlai,j=1,...,n—-1, to AF jest macierzg
Toeplitza gdzie k € Z .

Dowéd. Niech A = [a;—;] € M,,(C) bedzie macierzg Toeplitza. Niech
aiaj—n = ai_paj dla i,5 = 1,...,n — 1. Dla k = 1, A¥ = A jest macierza
Toeplitza. Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla pewnej liczby (k—1) € Z,, czyli
AR=1 = [cj—i] jest macierza Toeplitza. Ponadto z lematuwynika, ze spelniony
jest warunek c;a;_, = c¢;_na; dla i,j = 1,...,n — 1. Jezeli pokazemy ze lemat
jest spelniony dla k € Z4, to na mocy zasady indukcji matematycznej dowodd
bedzie zakonczony. Korzystajac z tego ze A¥ = A¥=1 A, 7 zalozenia indukcyjnego
oraz z lematu [3.7] mnozenie dwéch macierzy Toeplitza spelniajacych warunek
aibj_p = a;_pb; dlad,j =1,...,n — 1 jest macierzg Toeplitza. Dowodzimy ze AF
jest macierza Toeplitza. |

PRZYKELAD 3.9
Macierz A = [a;_;] € M,,,(C) musi spelnia¢ warunek a;a;_, = a;—na; dla i,j =
1,...,n— 1. Zatem macierz 4 X 4 musi spelnia¢ uktad warunkéw

a1z = @302,
a1a—1 = a_3ag,

a2a_1 = a_20as3.
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Przyktadowo, podana ponizej macierz A spelnia te warunki

5 231
4 523
12 4 52
8 1245

A—

Istotnie

2.12 =283,
2.4=8-1,
3.4=12-1.

Zatem

1193 790 597 395
1580 1193 790 597
2388 1580 1193 790
3160 2388 1580 1193

AP =

jest macierza Toeplitza.

LEMAT 3.10 ([3], Lemma 3)
Jezeli A = [aj_;] € M,,,,(C) oraz A? sq macierzami Toeplitza, ktdre nie sq skalarne,
n>21t0 a;a;_p = ai_naj dlai,j=1,...,n—1

Dowdd. Niech A = [a;—i] € Myn(C) oraz A% = [c¢j—;] € M,,(C) beda
macierzami Toeplitza dla n > 2. Wtedy dla r = 1,2,...,n — 2 elementy na r—
gérnodiagonalnej przekatnej macierzy A? sa postaci

n—2 r

n—1
Clitr = E agbr_q = E agbr—qg=...= E agbr—qg = cp—rn.
q=0

g=-—1 g=r—m-+1

7Z toeplitzowoéci macierzy A% wynika ze powyzsze sumy sg réwne. Podobnie ele-
menty na (n — r)-dolnodiagonalnej przekatnej macierzy A? sa réwne poniewaz

r—1 r—2 0
Cn—r+1,1 = g aqb'r'—n—q = § aqbr—n—q ... = § aqbr—n—q =Cn,r-
q=r—n qg=r—m—1 qg=1—-n

Réwniez elementy na gléwnej przekatnej macierzy A2 sg réwne
n—1 n—2 0
co = E AgO—q = E Agl—g = ... = E AgQ_g.
q=0 g=-—1 q=1—n

Poréwnujac obie strony kazdej réwnosci otrzymujemy (n — 1)? réwnoéci a;a;_p, =
ai—najdlai,j=1,2,...,n—1. [ |
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Laczac lematy otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

TwIERDZENIE 3.11 ([3], Theorem 4)

Niech A = [a;_;] € M,,,(C) bedzie macierzq Toeplitza, ktéra nie jest skalarna, n >
2. Macierz A jest macierzq Toeplitza wtedy i tylko wtedy, gdy a;aj—, = a;—na;
dlai,j=1,...,n—1 gdziek € Z.

PRzZYKEAD 3.12
Na koniec pokazemy kilka przyktadéw macierzy i ich poteg.

(14 30 34 68910 87816 109812
A= [1714 30|, A®= |54906 68910 87816 |,
11517 14 43908 54906 68910
(5314 19291 16284 13998 11592
B— 8531 Bt — 23184 19291 16284 13998
2853’ 27996 23184 19291 16284
16285 32558 27996 23184 19291
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