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Afiniczna klasyfikacja rzeczywistych krzywych
wielomianowych stopnia trzeciego o dwoch
punktach w nieskonczonosci?

Streszczenie. W artykule przedstawiono afiniczna klasyfikacje rzeczywistych
krzywych wielomianowych stopnia trzeciego o dwoch punktach w nieskonczo-
nosci. Wypelnia ona luki w analogicznej klasyfikacji zaproponowanej przez
Weinberga w [IJ.

Abstract. We present an affine classification of real cubics with two points
at infinity. The obtained result fills the gaps in the classification proposed
by Weinberg in [IJ.

1. Wstep

Celem pracy jest znalezienie afinicznej klasyfikacji rzeczywistych krzywych
wielomianowych stopnia trzeciego, czyli krzywych opisanych réwnaniami f(x,y) =
0, gdzie:

f(z,y) = Az® + Ba*y + Cxy? + Dy* + Ex® + Fay + Gy? + Hr + Iy +J

jest wielomianem trzeciego stopnia. Dwie krzywe f(z,y) = 0, g(x,y) = 0 nazwiemy
afinicznie rownowaznymi, gdy istnieje takie nieosobliwe odwzorowanie afiniczne
plaszczyzny T:R? — R2?, ze wielomian f o T jest z dokladnoécia do stalej réwny
wielomianowi g. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do krzywych o dwdéch
punktach w nieskonczonoéci. Sa to krzywe, w ktérych suma jednomianéw stopnia
trzeciego jest iloczynem (2 - lo, gdzie [; oraz I sa wzglednie pierwszymi wielomia-
nami stopnia pierwszego.

Gléwne twierdzenie pracy przedstawia postacie kanoniczne takich krzywych,
czyli taka rodzine krzywych, ze kazda krzywa trzeciego stopnia o dwoch punktach
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w nieskonczonosci jest rownowazna afinicznie pewnej krzywej z rodziny i spelnia-
jaca dodatkowy warunek, ze zadne dwie krzywe z tej rodziny nie sa afinicznie
rownowazne.

Praca oparta jest na artykule Weinberga [I]. Autor podal pelna klasyfikacje
krzywych stopnia trzeciego przedstawiona w tabeli na stronie 657. Tabela uwzgled-
nia odpowiednio trzy punkty w nieskoniczonosci (dwa warianty), nastepnie dwa
punkty w nieskoriczonosci i jeden punkt w nieskoniczonosci. Autor podat szczegdlo-
we obliczenia tylko dla jednego punktu w nieskoriczonosci, stwierdzajac na stronie
659, ze obliczenia w pozostalych przypadkach sa w tym samym duchu. W naszym
artykule zajmujemy sie krzywymi o dwéch punktach w nieskoriczonosci. Wyniki
obliczen sugeruja, ze fragment klasyfikacji Weinberga obejmujacy interesujacy nas
przypadek jest niepelny. Nie uwzgledniono w nim niektérych postaci kanonicznych.

Klasyfikacja krzywych trzeciego stopnia o dwoch punktach w nieskonczonosci
jest tez tematem pracy [2]. Autorzy, stosujac zupelnie inne podejscie niz w [1], znaj-
duja liste postaci kanonicznych. Zatozenie o dwoch punktach w nieskonczonosci
nie jest podane explicite. W koncowym rozdziale pracy sprawdzimy, ze roéwniez ich
lista jest niepelna. Co wiecej niektore z tych postaci sa afinicznie réwnowazne.

Klasyfikacja krzywych stopnia trzeciego zostala zapoczatkowana przez New-
tona. Znalazl on 72 typy krzywych. Obecnie klasyfikacja krzywych stopnia trze-
ciego posiada od 57 do 219 typow, w zaleznosci od kryterium wzgledem ktérego
klasyfikujemy.

2. Pojecia wstepne

W tym rozdziale przedstawimy definicje krzywych trzeciego stopnia, powiemy,
co rozumiemy przez krzywa o dwoch punktach w nieskoriczonosci oraz sprecyzu-
jemy pojecie afinicznej réwnowaznosci krzywych.

DEFINICJA 2.1
Przez krzywq stopnia trzeciego bedziemy rozumieé krzywa na plaszczyznie rzeczy-
wistej zadana réwnaniem wielomianowym f(z,y) = 0 trzeciego stopnia.

DEFINICIA 2.2

Powiemy, ze krzywa stopnia trzeciego f(x,y) = 0 ma dwa punkty w nieskorni-
czonodci, gdy suma jednomianéw stopnia trzeciego wystepujacych w f(xz,y) jest
postaci Ax3 + Bx?y + Cay? + Dy =12 - Iy, gdzie |y = ax + by il = cx + dy oraz
ad — bc # 0.

DEFINICIA 2.3

Odwzorowanie T: R? — R? postaci T'(z,y) = (A1 2+ X2y+ A3, Mz +A5y+Ng), gdzie
A dlai=1,...,6 sy stalymi, takimi, ze A\; A5 — Ao Ay # 0 nazywamy nieosobliwym
odwzorowaniem afinicznym.

DEFINICIA 2.4

Powiemy, ze krzywe f(x,y) = 0, g(z,y) = 0 sa afinicznie rédwnowazne, gdy
g(x,y) = p- (f oT)(x,y) dla pewnego nieosobliwego odwzorowania afinicznego
T:R? — R? oraz pewnej statej pu # 0.
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3. Afiniczna klasyfikacja krzywych

W tym rozdziale jest zaprezentowana klasyfikacja krzywych stopnia 3 wzorowana
na artykule Weinberga (strona 657, przypadek trzeci).

TWIERDZENIE 3.1
Dowolna krzywa trzeciego stopnia o dwéch punktach w nieskoriczonosdci jest afinicznie
rownowazna jednej z nastepujgcych krzywych:

Py+yi+r+Iy+J=0, —00 < I < 400, —00 < J < +o0, (3.1)
y+yP+Iy+J =0, Te€{-1,1}, —c0<J < +o0, (3.2)
Py+yP+J=0, Je{-1,0,1}, (3.3)
y+x+Iy+J=0, Ie{-1,1}, J >0, (3.4)
?y+x+J=0, Je€{0,1}, (3.5)
y+Iy+J=0, Te{-1,01}, Je{0,1}. (3.6)

Ponadto zadne dwie rézne krzywe z powyzszej listy nie sq afinicznie réwnowazne.

Najblizsze trzy rozdzialy poswiecone sa dowodowi tego twierdzenia.

4. \Wstepna redukcja rownania krzywej

W tym rozdziale, stosujac podstawienia afiniczne, sprowadzimy réwnanie krzy-
wej stopnia trzeciego o dwoch punktach w nieskonczonoéci,

Az® 4+ Ba*y+ Caxy? + Dy® + Ex® + Foy+ Gy?> + Her +Iy+J =0  (4.1)

do postaci
P2y+ Gyl + He+Iy+J=0. (4.2)

Na konicu rozdziatu opiszemy rodzine podstawien afinicznych, ktéra zachowuje
postaé .

Na podstawie zalozenia, ze krzywa ma dwa punkty w nieskonczonosci, za-
chodzi réwnosé A3+ Ba2y+Cay®+ Dy? = 21y, gdzie l; = ax+by, lo = cx+dy sa
liniowo niezaleznymi wielomianami stopnia pierwszego. Rozwazmy odwzorowanie
afiniczne G: R? — R? okreglone wzorem G(x,y) = (ax+by, cx+dy). Niech T bedzie
odwzorowaniem afinicznym odwrotnym do G. Jedli f(x,y) jest lewa strona réwna-
nia , to foT = 2%y + wyrazy nizszych stopni. W ten sposéb sprowadzilismy
réwnanie do postaci:

22y + B2’ + Fay+ Gy* + Hr + Iy +J =0 (4.3)

Nastepnie wyzerujemy wspétczynniki przy =2 oraz zy. Uzyjemy w tym celu
podstawienia T'(z,y) = (g; _ %F,y _ E) )
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Dowdéd. Po podstawieniu x — %F w miejsce z i y — E' w miejsce y w rownaniu

(4.3) otrzymujemy
1 1 1
ﬁy+Gf+(—FE+HypH—Zfﬁ—2GE+IM+(J—EI+§F@E+E%9—§FH)=0
[ |
Jak widaé, udato sie wyzerowaé wspétezynniki stojace przy =2 oraz zy.

TWIERDZENIE 4.1

Jesli f(x,y) =0, g(x,y) =0 sq réwnaniami krzywych postaci 1) oraz g(x,y) =
‘Ltf(>\1$ + )\2y + )\3,)\4IE + >\5y + )\6)7 to )\2 = )\3 = )\4 = )\6 =0.

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze Ao = Ay = 0. Rozpatrujemy w tym celu
wyrazy stopnia trzeciego w wielomianie u~' - g(x,y). Wéwcezas p=1 - g(z,y) =
(A2 + A2y + A3)2( A4z + Asy + Ng) + wyrazy stopnia mniejszego niz trzy =
N2 4 (2001 + A1 As5) A 122y + (A3Ag + 201 A2 \5) 292 + A3A5y3+ wyrazy stopnia
mniejszego niz trzy. Zatem otrzymujemy nastepujace warunki na wspolczynniki

przy =3, 2%y oraz y>:

M =0 (4.4)
A1 (2X20 4+ A )s) #0 (4.5)
A5 =0 (4.6)

7 réwnania otrzymujemy, ze A1 # 0, a wiec z réwnania dostajemy
Ay = 0. Podstawiajac A4 = 0 do réwnania stwierdzamy, ze A5 # 0. Natomiast
z rOwnania otrzymujemy Ao = 0.

Teraz udowodnimy zerowanie kolejnych wspélczynnikéw. Poniewaz Ay = Ay =
0, wige =t - g(,y) = FOz + A3, Asy 4+ As) = AfAex? + M A%y + 2A3 M Asay +
GA2y? + wyrazy stopnia mniejszego. W wielomianie tym wspétczynnik przy x>
rOwna sie zero, a wiec \¢ = 0, wspdélczynnik przy xy sie zeruje, a poniewaz
/\1/\5 75 O7 WiQC )\3 =0. |

WNIOSEK 4.2
Krzywe f(xz,y) = 0, g(z,y) = 0 postaci (4.2) s¢ afinicznie réwnowazne wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejq niezerowe stale a, b, ¢ takie, ze g(x,y) = cf(ax,by).

WNIOSEK 4.3

Jesli krzywe f(x,y) = 2%y + Gy?> + Hx + Iy + J = 0 oraz g(z,y) = 2%y + G'y? +
Hzx+ I'y +J = 0 sq¢ afinicznie réwnowazne oraz wspdlczynnik przy pewnym
jednomianie w f(x,y) jest rézny od zera, to wspdlczynnik przy tym jednomianie
w g(z,y) tez jest niezerowy.

Dowéd. Na podstawie Wniosku [4.2] mamy g¢(z,y) = cf(az,by) dla pewnych
niezerowych staltych a, b, ¢, czyli

P2y+ Gy + Hae+T'y+ J = ca®bz’y + cb*Gy? + caHzx + cbly + cJ.

Zatem wspotczynniki z prawej strony rownania nie sa zerowe, wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im wspotczynniki z lewej strony rownania sa tez niezerowe. l
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Rozpatrzmy teraz wspélezynnik G w réwnaniu (4.2).

Jesli G # 0, to przyjmujac a = G, b= G i ¢ = G2 oraz stosujac Wniosek
sprowadzamy réwnanie do postaci z?y +y? + Hx + Iy + J = 0.

Zatem kazda krzywa stopnia trzeciego o dwéch punktach w nieskonczonosci
jest afinicznie rownowazna jednej z nastepujacych krzywych:

?y+y? +He+Iy+J =0, (4.7)

2’y + Hx + Iy +J = 0. (4.8)

W nastepnym rozdziale zajmiemy sie przypadkiem pierwszym, a wiec postacia
kanoniczng krzywej , a w kolejnym rozdziale krzywa (4.8)).

5. Postacie kanoniczne w przypadku (4.7)

W tym rozdziale poszukiwaé bedziemy postaci kanonicznych dla krzywych
postaci
2y+y? + He+Iy+J=0.

Naszym narzedziem bedzie nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.1
Krzywe

flay) =2’y +y*+ He+Ty+J =0 (5.1)
gz, y)=a’y+y* + Ha+I'y+J =0 (5.2)
sq afinicznie réwnowazne, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka stafa a # 0, Ze:

H I J
x2y+y2+H’aﬁ+I’y+J':x2y+y2+*3$+7y+7- (5.3)
a a a

Dowdéd. Na podstawie Wniosku istnieja takie stale a,b,c # 0, ze g(z,y) =
cf(ax,by) = ca?bx?y + cb?y? + wyrazy nizszych stopni. Poréwnanie wspétczyn-
nikéw przy z2y oraz y? daje a’chb = 1 oraz cb? = 1. Znajac te zaleznosci, otrzymu-
jemy b = a?, ¢ = a=*. Stad dostajemy réwnoéé g(z,y) = a=* - f(ax,a’y). Dowdd
implikacji odwrotnej jest analogiczny. |

Przystepujemy do dalszej redukcji réwnania krzywej z2y+y2+Hx+ITy+J = 0.

Jesli H # 0, to przyjmujac a = H 3 korzystajac z Twierdzenia sprowadza-
my wspélezynnik H do 1. Korzystajac ponownie z Twierdzenia [5.1] stwierdzamy,
ze jesli krzywe f(z,y) = 01 g(z,y) = 0, w ktérych H = H' = 1, sa afinicznie
réwnowazne, to a = 1, a wiec I = I’ oraz J = J'. Doprowadziliémy w ten sposéb
krzywa do postaci kanonicznej:

y+ i+ +Iy+J=0 —oco<I<+o0, —0<J < +00. (5.4)

Rozwazmy teraz przypadek H = 0. Jedli krzywe 2%y + y? + Iy + J = 0 oraz
22y +y? +I'y+ J = 0 sy afinicznie réwnowazne, to na podstawie Twierdzenia
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mamy I’ = G—IQ, wiec I oraz I’ sg tego samego znaku. Jesli I # 0, to przyjmujac
a = +/|I| otrzymujemy, ze I' = 1 lub I’ = —1.

Je§liIl =I'=11lub I =I' = —1ikrzywe i sg afinicznie rGwnowazne,
to a® = 1. Wtedy J' = a% = J, co doprowadzilo nas do kolejnej postaci kanonicz-
nej:

y+ P+ Iy+J =0, Te{-1,1}, —co<J < +oc.

Rozwazmy teraz przypadek, kiedy H = H' =1 =I' = 0. Jedli 2%y +y?> +J =0

oraz x2y + y? + J' = 0 sy afinicznie réwnowazne, to na podstawie Twierdzenia

stwierdzamy, ze J' = (TJ47 wiec J oraz J' sa tego samego znaku. Jesli J # 0,

to przyjmujac a = |J|7, otrzymujemy, ze J' = 1 lub J’ = —1. Dochodzimy do
nastepujacych postaci kanonicznych:

2y+y2+J =0, Je{-1,0,1}.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, stwierdzamy, ze sprowadziliémy krzywa

(47 do jednej z postaci kanonicznych [3.1)), (3.2), (3.3) z Twierdzenia[3.1] Pokaza-

lismy takze, ze zadne dwie rézne postacie kanoniczne nie sg afinicznie réwnowazne.

6. Postacie kanoniczne w przypadku (4.8)
Poszukiwanie postaci kanonicznej dla krzywej
?y+Hr+Iy+J=0
oprzemy na nastepujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 6.1
Krzywe

flx,y) =2’y +He+ITy+J =0 (6.1)
g(x,y) =a*y+ He+T'y+J =0 (6.2)

sq afinicznie rownowazne, wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg stale a # 0, b # 0 takie,
ze:

H 1 J
Py+Ho+I'y+J =2°y+ o+ Sy+ —-.
ab a a?b

Dowod. Na podstawie Wniosku istnieja state a, b, ¢ # 0 takie, ze
g(z,y) = cf (ax,by) wiec 2%y + H'x + I'y + J' = ca?bz?y + caHx + bly + J.
Poréwnujac wspétczynniki przy 2y, otrzymujemy: ca?b = 1. Stad otrzymu-
jemy réwnos¢ g(z,y) = 3 f(az, by), ktéra daje teze twierdzenia. |

Przystepujemy do dalszej redukcji réwnania krzywej 2y + Hx + Iy + J = 0.
Najpierw zajmiemy sie przypadkiem H # 0. Jezeli I # 0, to przyjmujac a =
ev/|I| (e =—-11lub e =1), b=eH//|I|, otrzymamy posta¢ kanoniczna

Py+r+Iy+J=0 Te{-1,1}, J>0.



Afiniczna klasyfikacja rzeczywistych krzywych wielomianowych [7]

Nieréwnosé J > 0 zapewnimy sobie przez swobodny dobér € € {—1,1}.

Jezeli I = 0 oraz J # 0, to przyjmujac a = J/H, b= H?/J, otrzymamy postaé
2?2y + 2 +1 = 0. Dla J = 0 mamy swobode?; przyjmujac a = H,b = 1 dostaniemy
22y 4+ 2 = 0. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujaca postaé¢ kanoniczna:

P*y+x+J=0, Je{0,1}.

Nastepnie rozpatrzmy przypadek H = 0. Jesli krzywe 2%y + Iy +J = 0
i 2%y + I'y + J' = 0 sa afinicznie réwnowazne, to na podstawie Twierdzenia
otrzymujemy, ze I' = aiz Zatem I oraz I’ sg tego samego znaku. Jesli I # 0, to
biorac a = m, otrzymujemy I’ = 1 lub I’ = —1. Jedli J # 0, to przyjmujac
b = J/|I|, otrzymujemy postaé¢ 2%y £y + 1 = 0. Jezeli J = 0, to dla dowolnego
b # 0 otrzymamy z2y =y = 0. Dochodzimy w ten sposéb do kolejnej postaci
kanonicznej:

2?y+Iy+J =0, Ie{-1,1}, J€{0,1}.

Jedli I = 0, to nasladujac powyzsze rozumowanie, dochodzimy do postaci kanonicz-
nej:

?y+J=0, Je{0,1}.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, stwierdzamy, ze sprowadzili$émy krzy-
wa do jednej z postaci kanonicznych , lub z Twierdzenia
Latwo wnioskujemy, ze zadne dwie rézne postacie kanoniczne nie sa afinicznie
rownowazne.

7. Luki w znanych klasyfikacjach

W artykule [2] zaproponowano nastepujaca klasyfikacje krzywych stopnia trze-
ciego. Dotyczy ona krzywych o dwoch punktach w nieskonczonosci, czego jednak
autorzy nie podkreslaja.

TWIERDZENIE 7.1 (2], Theorem 8)
Dowolna krzywa trzeciego stopnia (o dwdch punktach w nieskoriczonosci) jest afi-
nicznie rownowazna jednej z nastepujgcych krzywych:

P ra?y=y*+ar+ec, a>2 (7.1)

2} + 2ty =y’ +ar—3y+ec, ac{-2,0} (7.2)
B ra?y=y’—2x-3y+ec, ce{l,2,3} (7.3)
P +ar*y=ar+1, ac{-1,1} (7.4)

2 aty =1 (7.5)

2ty =ax, ac{-1,1} (7.6)

3+ 2%y = 0. (7.7)

3swoboda ta oznacza, ze krzywa ma nietrywialny automorfizm afiniczny
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W tym rozdziale pokazemy, postugujac sie¢ Twierdzeniem [3.1] ze lista krzywych
z Twierdzenia [7.1] nie wyczerpuje wszystkich postaci kanonicznych.

Aby zbadaé¢ przypadki , , uzyjemy odwzorowania afinicznego
T(z,y) = (—x — 1,z — y + 2). To podstawienie sprowadza dowolny wielomian
flx,y) = —(23 + 2%y) + y®> + ax + by + c do

foT(z,y) =2y +y* +(—a+b+2)x+ (~b—3)y+c—a+2b+3.

Rozpatrzmy krzywa postaci (7.1), gdy a > 2. Jedli f(x,y) = —2 — 2%y + 9y +
axr + ¢, to
foT(z,y)=2*y+y* +(—a+2)x—3y+c—a+3.

Na podstawie Twierdzenia krzywa f ol = 0 jest afinicznie réwnowazna
krzywej
9 9 3 c—a+3
ryt+ty tr—- ——Sy+—m0m)
m m

gdzie wspdélczynnik przy jednomianie x wynosi zm;sa = 1. Otrzymujemy postacé

kanoniczng

Py+y +a+Iy+J,
c—a+3

mt

w ktérej I = —% oraz J =

Dla ustalonych wspolczynnikéw a, ¢ spelniajacych warunek a > 2 uktad réw-
nai m? = 2 —a, I = f%, J = %j?’ posiada jednoznaczne rozwiazanie.
7 drugiego rownania wynika, ze I < 0. Na odwrét, dla dowolnych wspoélezynnikéw
I <0, —0 < J < 400 powyzszy uklad rownan posiada jednoznaczne rozwiazanie,
w ktéorym a > 2. Uzyskujemy w ten sposéb wszystkie postacie kanoniczne ((3.1])
spelniajace warunki I < 0, —oco < J < +00.

Rozwazmy krzywa z przypadku dla a = 2. Wtedy krzywa foT =0 ma
postaé

2y +y* —3y+c+1=0.
Jest ona afinicznie réwnowazna krzywej

c—|—1_
o =

Py+yt—y+ 0.

Zatem rozne wartoéci parametru ¢ prowadza do réznych postaci kanonicznych

(13.2), ale tylko dla I = —1.
Rozwazmy krzywa z przypadku ((7.2). Wéwczas

foT(z,y) =2’y +y* +(—a— Nz +c—a—3, ac{-20}.

Jedli a = —2, to korzystajac z Twierdzenia [5.1} uzyskujemy, ze krzywa folT =0
jest afinicznie réwnowazna krzywej

Py+yiP+r+c—1=0. (7.8)
Jedli a = 0, to krzywa f oT = 0 jest afinicznie réwnowazna krzywej

Py+yP+r+c—3=0. (7.9)
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Roéwnania (7.8)) i (7.9)) jest to posta¢ kanoniczna (3.1) z I = 0. Zatem postacie
(7.2) dla @ =0 i dla a = —2 pokrywaja sie.
Rozwazmy krzywa z przypadku ((7.3). Wéwczas
foT(z,y) =2’y +y*+c—2, ce{l,23}.

Dla ¢ = 1 dostajemy

Py+y?—1=0. (7.10)

Dla ¢ = 2 dostajemy
2*y+y* =0. (7.11)

Dla ¢ = 3 dostajemy
2y +y*+1=0. (7.12)

Powyzsze trzy przypadki sprowadzaja si¢ do postaci .
Nastepne przypadki bedziemy rozwazaé korzystajac z podstawienia afinicznego
postaci: T(x,y) = (—z,z + y).
Bedziemy teraz zajmowaé si¢ réwnaniem . Po przeksztalceniu otrzymu-
jemy:
—(*+2%y) +ar+1=0, ac{-1,1}
Po zastosowaniu powyzszego podstawienia otrzymujemy nastepujace réwnania
krzywych:
2y+zx—1=0,
?y—z—-1=0.

Oba réwnania sprowadzamy do postaci
P?y+zx+1=0

(Pierwsze za pomoca T'(z,y) = (—z, —y), drugie przez T(x,y) = (z, —y)).
Krzywa postaci dla @ = —1 oraz a = 1 sprowadzaja si¢ do tej samej
postaci kanonicznej, zatem przypadek a = —1 lub a = 1 mozna pominaé. Otrzy-
mali$my wiec posta¢ kanoniczna dla J = 1.
Rozwazmy teraz krzywa z przypadku . Po zastosowaniu podstawienia
afinicznego T'(x,y) = (—x,x + y) otrzymujemy réwnanie:

z?y —1=0.
Po podstawieniu T'(z,y) = (z, —y), i pomnozeniu przez p = —1 dochodzimy do:
?y+1=0.

Rozwazmy teraz krzywa z przypadku

OtrzymaliSmy zatem postaé¢ kanoniczna (3.6) dla I =01 J = 1.
(7.6))

23+ 2%y =ar, ac{-1,1}.

Podstawienie afiniczne postaci: T(z,y) = (—z,x + y) sprowadza réwnanie (7.6
do postaci:
2?y+x=0, gdy a=—1,
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?y+2=0, gdy a = 1.

Po zastosowaniu do drugiego réwnania podstawienia T'(z,y) = (z, —y) i pomnoze-
niu przez —1 dochodzimy do:
22y +2=0.
Krzywa postaci (7.6) dla a = —1 oraz a = 1 sprowadzaja sie do tej samej
postaci kanonicznej, zatem przypadek a = —1 lub ¢ = 1 mozna pominaé. Otrzy-

mali$émy zatem postaé kanoniczng (3.5) dla J = 0.
Rozwazmy krzywa z przypadku ((7.7)

z3 + 2%y = 0.
Po zastosowaniu podstawienia, jak w przyktadzie wyzej, co jest nastepujacej postaci:
2%y = 0.

Otrzymalidmy zatem posta¢ kanoniczna dlal=0iJ=0.

Na podstawie powyzszych rozwazan zauwazyliSmy, ze nigdy nie otrzymamy
z klasyfikacji przedstawionej w [2] postaci dla I > 0 oraz postaci dla
I =1, a takze postaci dla I = —1lub I =1 oraz dlaT e {-1,1},J €
{0,1}. Zatem ta klasyfikacja jest niepelna, a niektére przypadki daja te same

postacie kanoniczne (([7.2) daje to samo dla a = —2 i dla a = 0, (7.4]) daje to samo
dlaa=—-1idlaa=1, (7.6) daje to samo dla a =—-1idlaa=1).

8. Luki klasyfikacji Weinberga

W artykule [I] Weinberg zaproponowal nastepujaca klasyfikacje krzywych
stopnia trzeciego o dwéch punktach w nieskoniczonosci:

Py+yi—r+y+J=0, —o0<J<+oo, (8.1)
Py+y  —r+y+J=0, —00 < J < 400, (8.2)
Py+yiPty+J =0, —o00 < J < 400, (8.3)
2y +y* —1=0, (8.4)

2y +y* =0, (8.5)

2y —x4+y+J=0, 0<J< +oo, (8.6)
22y —z =0, (8.7)

2y —r+1=0, (8.8)

2’y +y =0, (8.9)

2y +y+1=0, (8.10)

2%y =0, (8.11)

22y —1=0. (8.12)
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Pokazemy, ze powyzsza klasyfikacja réwniez nie jest pelna. Formuly (8.1))
i sa identyczne. Podstawiajac T'(z,y) = (—z,y) otrzymujemy postaé
ale tylko dla I = 1, czyli brakuje przypadkéw I < 1 oraz [ > 1.

Poréwnujac postacie kanoniczne i , stwierdzamy, ze Weinberg zgubit
przypadek

*y+y  —y+J =0, —00 < J < +00.

Poréwnujac postacie kanoniczne i z postacia , stwierdzamy, ze

Weinberg zgubil przypadek
2?y+yP+1=0.

Poréwnujac postac¢ kanoniczna 7z postacia , stwierdzamy, ze Weinberg

zgubit przypadek
Py+r—y+J=0,J>0.

Krzywe (8.7)) i (8.8) to krzywa (3.5 z Twierdzenia
Poréwnujac postacie kanoniczne (8.9)), (8.10]), (8.11) i (8.12]) z postacia (3.6]),
stwierdzamy, ze Weinberg zgubil przypadek

2y —y+J=0, Je{0,1}.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, stwierdzamy, ze klasyfikacja Wein-
berga nie obejmuje nastepujacych przypadkéw:

x2y+y2+x+1y+J:0, I'#0, —oo < J < +o0,

2y+yP—y+J=0, —o0 < J < 400,
2y +9y>+1=0, J >0,
2y—y+J=0, Je{0,1}
Postacie i sq identyczne.
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