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Tranzytywnosc i refleksywno$¢ operatoréw

C-symetrycznych?

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza sie zagadnienia dotyczace refleksyw-
noéci i tranzytywnoéci podprzestrzeni operatoréw C—symetrycznych na prze-
strzeni C". W szczegblnosci problemy te przedstawione sa w jezyku preani-
hilatoréw.

Abstract. In this paper we study reflexivity and trasitivity of C—symmetric

operators in C™. In particular we concentrate on preanihilators of the spaces
of C—symmetric operators.

1. Wstep

Polaczenie poje¢ refleksywnosci i tranzytywnosci z operatorami C'-symetry-
cznymi wydaje sie by¢ niezwykle ciekawe. Pojawilo sie ono w pracy [3]. Jesli C™ jest
przestrzenia Hilberta o wymiarze n, to operator A jest C—symetryczny w zadanej
inwolucji C': C™ — C™ wtedy, gdy spelnia

CAC = A*,
gdzie przez A* rozumiemy sprzezenie hermitowskie operatora. Celem artykutu jest

sformutowanie wniosku dotyczacego refleksywnosci operatoréw C—symetrycznych
z zadang inwolucja kanoniczng w przestrzeni C".

2. Podstawowe definicje i zaleznos$ci
Przez L(C™) rozumiemy przestrzer operatoréw liniowych nad C™, tzn.

L(C") ={T: C" — C" : T - operator liniowy}.
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2 Reflexivity and transitivity of C'—symmetric operators
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Przestrzen ta, z mnozeniem danym przez zlozenie operatoréw, tworzy algebre
nad C.

Przywotajmy teraz znane twierdzenia.

Niech M,,(C) bedzie zbiorem wszystkich macierzy wymiaru n X n o wyrazach
z ciata C, tzn.

Mn((C) = {An = [aij]: Qij S (C,i,j S {1727.. 7TL}}

TWIERDZENIE 2.1
Zbiér M, (C) jest nieprzemienng algebrg nad C.

TWIERDZENIE 2.2 ([6], s. 84)
Zbiér B = {ey, ..., ey} niech bedzie bazg ortonormalng w C™. Wtedy

L(C") ~ M,(C)
jest izomorfizmem algebr. W szczegdlnosci dla A € L(C™), 4,5 € {1,2,...,n} mamy

(Aer,er) (Aez,er) -+ (Aen,e1)
(Aey, ea) (Aeg,es) (Aey,, e2)
(Aeq,en) (Aea,en) -+ (Aep,en)
Przypomnijmy, ze jesli T € L(C™) oraz A € M,,(C) jest macierza operatora

T, to $ladem macierzy kwadratowej A nazywamy liczbe tr(A) € C bedaca suma
elementow lezacych na gtéwnej przekatnej tej macierzy, tzn.

tI‘(A) = i Q-
i=1

Slad operatora liniowego T € L(C™) to slad jego macierzy. Ponadto rzad ope-

ratora liniowego T' € L(C™) to dimran T, tzn. wymiar jego obrazu. Rzedem macie-

rzy A nazywamy wymiar przestrzeni wektorowej rozpietej na jej kolumnach.
Wygodne bedzie nastepujace oznaczenie:

F= fj Fie
k=1

to znaczy, ze przez F bedziemy rozumieé¢ zbiér operatoréow o rzedzie skoriczonym.
Symbol Fy, dla k € Z, oznacza zbiér operatoréow rzedu mniejszego lub réwnego k.

DEFINICIA 2.3
Preanihilatorem przestrzeni S C L(C™) nazywamy przestrzen S; C F taka, ze

S, ={TeF:tr(AT)=0,A € S}.
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3. Tranzytywnosc i refleksywno$é

ab
0a
obliczamy preanihilator tej przestrzeni

10] [tita] . [tita]
b [0 1} [tg u]‘tr [tg u]‘tl”‘*’
01 [t ta] . [tsta]
tr [0 0} [tg u] = [0 0] =1

t1+t4=0
t3 = 0.

PrzyYKrAD 3.1 { [

Niech § C L£(C?) oraz S = ] ta,b € (C}. Korzystajac z liniowosci $§ladu

i otrzymujemy

Ostatecznie wiec

oo~{[i ] mee) (s l)

DEFINICIA 3.2
Niech § € £(C") bedzie podprzestrzenia liniowa, k € Z,. Wtedy

(1) S jest k—refleksywne, jesli lin{S, N Fr} =S,
(2) S jest k—tranzytywne, jesli S| N Fr, = {0}.
Gdy k = 1 méwimy, ze przestrzen jest refleksywna lub tranzytywna.

PRZYKEAD 3.3
Przyktadem przestrzeni 2-refleksywnych oraz jednoczesnie tranzytywnych jest prze-
strzen macierzy cyklicznych S C M3, tzn.

a1 az as
S = as ai as | :ay,as,a3 € C
az az ay

Wiemy, ze
100 010 001
S=Ilin< |010|,|001|,]|100
001 100 010

Aby wyznaczy¢ preanihilator S, tej przestrzeni nalezy, zgodnie z definicja, wyz-
naczy¢ taka macierz T € Mg, dla ktorej tr(AT) = 0 dla kazdego generato-
ra A przestrzeni S. Mamy zatem

tq to t3
S = t4 ts to Dty,to,t3,14,t5,t6 € C 5,
—lo—ts —lz —ts —t1 — 15
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lub inaczej

so=d i3], [38. 53 5

Zauwazmy, ze wszystkie operatory generujace preanihilator S, sa rzedu 2. Wynika
z tego, ze w przestrzeni generowanej przez te operatory nie ma operatoréw rzedu
mniejszego niz 2. Ostatecznie wigc przestrzen S jest 2-refleksywna i tranzytywna.
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4. Operatory C-symetryczne

DEFINICIA 4.1
Inwolucja w C™ nazywamy operator C': C" — C™ taki, ze

1) Va,y e C"  (z,y) = (Cy,Cx),
2) C? = I, gdzie I jest operatorem identycznosciowym w C,
3) Vz,y e C" Va,Be€C Claz+ By) = alC(z)+ SC(y).

Przywotajmy kilka przyktadéw inwolucji.

PRZYKLAD 4.2
Niech C: C* — C™.

(1) Odwzorowanie C(x1, 32, ...,x,) = (%1, T2, ..., T,) jest przykladem inwolucji,

(2) Odwzorowanie C(x1, 22, ..., Zn) = (Tn, Tn_1,.-.,22,21) jest przykladem in-
wolucji i bedziemy ja nazywaé inwolucjqg kanoniczng ([3], Example 4).

Przed wprowadzeniem definicji operatora C—symetrycznego, przypomnijmy
definicje operatora sprzezonego.

DEFINICIA 4.3
Dla kazdego operatora A € L£(C™) istnieje operator sprzezony do A definiowany
poprzez rownosé

(Az,y) = (z,A%), =,yeC".
Zauwazmy, ze jesli A = [a;;], to A* = [a4].
DEFINICJA 4.4 ([3], p. 1286)
Niech C': C* — C™ bedzie inwolucjg oraz A € L(C™). Méwimy, ze operator A jest

C-symetryczny, gdy
CAC = A”.

Powyzszy warunek réwnowaznie mozna zapisaé nastepujaco:

(Az, Cy) = (Ay,Czx), =z,ye C™
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PRZYKEAD 4.5

Niech C': C? — C? bedzie inwolucja kanoniczna w C?, tzn. C(z1,x2) = (ZT2,71)
oraz niech bedzie dany operator A € £(C?) wzorem A(z1,7s) = (21 — izg, z2) dla
x = (x1,22) € C%. Zbiér B = {(1,0),(0,1)} jest baza kanoniczng w C2. Pokazemy,
ze operator A jest C—symetryczny wzgledem inwolucji C'. Zauwazmy, ze

CAC(xh.’L‘g) = CA(fQ,i‘l) = C(.’fg — ii‘l,fl) = (.1'1,.’172 +ix1).

Z drugiej strony wiemy, ze macierz operatora A to

1—:
A=
. [10
=)

% . 10 1| I
A% (w1, 22) = [z 1] |:3L'2:| - L’m +xg] ’

czyli réwnoéé CAC = A* z definicji operatora C-symetrycznego jest spelniona.

wiec

Mamy wiec

TWIERDZENIE 4.6

Niech C: C" — C™ bedzie inwolucjg kanoniczng, tzn. C(z1,2a,...,2,) =
(Zn, ..., %2, 21). Ponadto niech A = [a;;] oraz F = {ei}icq1,2,...ny bedzie bazg
kanoniczng w C™. Wtedy

A jest C-symetryczny <  Qij = Gp—jt1n—i+1, o J € {1,2,...,n}.

Dowdd. Niech i € {1,2,...,n}. Zauwazmy, ze
Ce; = €n—it+1-

Korzystajac z definicji operatora C—symetrycznego oraz wlasnosci inwolucji mozemy
zapisa¢ przeksztalcenia

a;j = (Aej,e;) = (Ce;, CAej) = (Ce;, A*Cej) = (ACe;, Cej)

<A€n7i+1, en7j+1> = Onp—j+1,n—i+1-
Réwnowazno$é powyzszych przeksztalcen konczy dowdd. |

O tranzytywnosci i refleksywnosci operatoréw C—symetrycznych mozemy prze-
czytaé m. in. w artykule [4]. Szczegblnym przypadkiem przedstawionych tam rozu-
mowan jest nastepujace twierdzenie. W niniejszym artykule zostanie ono podane
bez dowodu. Przez H bedziemy rozumieli przestrzen Hilberta.

TWIERDZENIE 4.7 ([4], Theorem 2.1, Theorem 4.1)
Niech L(H) ={T: H — H : T - operator liniowy ograniczony}. Niech C: H — H
bedzie dowolng inwolucjg w H. Niech C oznacza 2bior operatoréw C—symetrycznych
wH, tzn.

C={AecL(H): CAC = A"}.

Wtedy:
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(1) Podprzestrzen C jest tranzytywna,
(2) Przestrzeni C jest 2—-refleksywna.

Ponizej rozwazymy jeden ze szczegdlnych przypadkéw powyzszego twierdzenia.
W tym celu przestrzenia Hilberta bedzie przestrzen C™ oraz zadana w niej in-
wolucja kanoniczna.

WNIOSEK 4.8

Niech C' bedzie inwolucjg kanoniczng w C™, tzn. C(z1,29,...,2n) = (Zn, Zn—1,- -+, 21)
dla 2 = (21,22,...,2,) € C" oraz niech S bedzie przestrzenig operatoréw C-
symetrycznych. Wtedy przestrzen S jest 2—refleksywna.

Dowdd. Rozumowanie zostanie przeprowadzone na macierzach operatorow.
Pokazemy, ze preanihilator S przestrzeni S ma nastepujaca postaé

bll e bln
S, = : bij = —bn,j+1’n,i+17 bii =0 dla i,j € {17 . ,TL}
bnl e bnn

Przypomnijmy, ze na podstawie Twierdzenia[£.6] przestrzen S operatoréw C-syme-
trycznych przedstawia sie nastepujaco

a11 *° Qin
S = Do ra = anjyin—iv1, hJ€{L,...,n}

Qpl **° Ann
Zauwazmy, ze przestrzen S generowana jest przez

(n+1)n

1+424+3+...+n= 5

operatoréw. Tymi generatorami sa macierze A = [ay|, w ktérych

agl =1 =an_i41,n—k+1

dlak=1,2,...,norazl =1,2,...,n—k+ 1. Pozostale elementy tych macierzy to
zera. Zgodnie z definicjg operatory generujace preanihilator otrzymujemy poprzez
przyréwnywanie do zera Sladu iloczynu kazdego generatora przestrzeni S i dowol-
nego operatora z F. Przypomnijmy zatem, ze wynikiem mnozenia dwoch macierzy
kwadratowych A = [a;;] oraz B = [b;;] jest macierz C = [¢;;], gdzie

n
Cij :Zainrj, i7j6{1,27...,n}.
r=1

Mnozac macierz Ay, zgodnie z definicja preanihilatora przez dowolna macierz
kwadratowa B = [b;;] dla ¢,j € {1,2,...,n}, otrzymujemy macierz C' = [¢;;] taka,
ze

Ckj = agl - blj =1- bgj = blj.
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Obliczajac $lad macierzy C' i przyréwnujac go do zera, sumujemy wylacznie ele-
menty na przekatnej gtéwnej tej macierzy, tzn. gdy j = k. Dostajemy zatem

bik + bp—k+1,n—1+1 =0,

czyli ostatecznie

bik = —bn—k+1,n—1+1-
Preanihilator przestrzeni S jest wiec generowany wylacznie przez operatory rzedu
maksymalnie 2. Fakt ten konczy dowdd. |
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