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Twierdzenie Brouwera o niezmienniczosci obszaru

Streszczenie. Artykul zawiera szczegdltowe i ,samowystarczalne” oméwienie
dowodu klasycznego twierdzenia Brouwera o zachowaniu obszaru, podanego
przez W. Kulpe i zmodyfikowanego przez T. Tao.

Abstract. We give a detailed and self-contained exposition of a proof of
Brouwer’s invariance of domain theorem due to Kulpa and Tao.

1. Wprowadzenie

Jednym z najwiekszych osiagnie¢ nowoczesnej matematyki jest dokonane przez
Georga Cantora (1845-1918) usciSlenie pojecia nieskoriczonosci. Cantor stworzyt
podwaliny teorii mnogosci, w ktérej gléwnym przedmiotem badan sa zbiory nie-
skonczone. Na gruncie tej teorii udowodniono wkrétce do$¢ zaskakujace twierdze-
nia. Jedno z nich méwi, ze przestrzenie euklidesowe R™ i R™, gdzie n,m € N\ {0},
przy czym n # m, maja dokladnie tyle samo elementéw, czyli traktowane jako
zbiory sa nierozréznialne. Jesli jednak przestrzenie te wyposazymy w naturalng
strukture liniowa (nad R), to stana sie nieizomorficzne. Algebra liniowa potrafi je
zatem rozrézni¢. Na poczatku XX wieku powstalo pytanie, czy przestrzenie eu-
klidesowe o réznych dodatnich wymiarach sa rozréznialne takze z topologicznego
punktu widzenia. Tym problemem zajmowali sie¢ Peano, Hilbert i Sierpinski. Jed-
nak dopiero Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966), wykorzystujac stworzone przez
siebie mechanizmy topologii algebraicznej pokazal, ze jesli liczby n,m € N\ {0}
sa rozne, to przestrzenie R™ i R™ nie sa homeomorficzne. Wynik ten jest prosta
konsekwencja twierdzenia Brouwera o niezmienniczosci obszaru.

Przypomnijmy tytulowe twierdzenie.

AMS (2010) Subject Classification: 54C05, 57N15, 57N35.

Stowa kluczowe: przestrzen euklidesowa, ciagla injekcja, odwzorowanie otwarte, homeomor-
fizm, topologiczna niezmienniczo$é¢ wymiaru.

2 Brouwer’s Invariance of Domain Theorem
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TWIERDZENIE 1.1
Niech U C R" bedzie niepustym zbiorem otwartym orazf : U — R"™ cigglq in-
jekcja. Wowcezas f(U) réwniez jest podzbiorem otwartym przestrzeni R™.

Gléwnym celem artykutu jest szczegbélowe i mozliwie ,,samowystarczalne” omoé-
wienie dowodu Twierdzeniapodanego przez Wladystawa Kulpe [4], a nastepnie
zmodyfikowanego przez Terence’a Tao [7]. W dowodzie tym korzysta sie z twierdze-
nia Brouwera o punkcie stalym, twierdzenia Tietzego, twierdzenia aproksyma-
cyjnego Weierstrassa i pewnej podstawowej wlasnosci miary Lebesgue’a. Orygi-
nalne sformulowanie i dowdd twierdzenia Brouwera o niezmienniczosci obszaru
mozna znalezé w [I]. Rozwazamy tylko zwykla topologie euklidesowa w przestrzeni
R"™ i jej podzbiorach.

2. Topologiczna niezmienniczo$¢ wymiaru

Pokazemy najpierw, w jaki sposéb niehomeomorficznosé przestrzeni euklide-
sowych o réznych wymiarach wynika z Twierdzenia [1.1]

PROPOSITION 2.1 (BROUWER)
Jesli tylko n # m, to przestrzenie R™ 1 R™ nie sqg homeomorficzne.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze m < n. Zaldézmy wbrew tezie,
ze istnieje homeomorfizm h : R® — R™. Niech ¢ : R™ — R" bedzie od-
wzorowaniem zdefiniowanym za pomoca wzoru

1y oy Tm) = (T1,- .+, Tm, 0,...,0).

Jest jasne, ze ¢ to ciggla injekcja. Wtedy t o h : R" — R" réwniez jest ciggla
injekcjg. Z Twierdzenia wynika zatem, ze (¢ o h)(R™) jest zbiorem otwartym
w R"™. Z drugiej jednak strony (v o h)(R") zawiera sie¢ we wladciwej podprzestrzeni
liniowej przestrzeni R™, wiec jest zbiorem nigdziegestym w R™. Sprzecznosé! W

Fakt, ze prosta R nie jest homeomorficzna z zadng wyzej wymiarows przest-
rzenig euklidesowa, mozna udowodni¢ w sposéb zupelnie elementarny, nie korzys-
tajac z twierdzenia o niezmienniczoéci obszaru. Przypomnijmy ten dowod. Jesli
mianowicie h : R — R" jest homeomorfizmem, to

R\ {0} 3z — h(z) € R"\ {h(0)}

rowniez jest homeomorfizmem. Tymczasem przy zalozeniu, ze n > 2, tylko jeden
ze zbioréw R\ {0} oraz R™ \ {h(0)} jest niespojny.

3. Kilka potrzebnych twierdzen i lematéw.

Norme euklidesowa w przestrzeni R" bedziemy oznaczaé przez || - ||, zas dom-
knieta kule jednostkowa w tej przestrzeni — przez B", czyli
B"={zeR": ||z|]| <1}

Przypomnijmy twierdzenie Brouwera o punkcie stalym, twierdzenie Tietzego i twier-
dzenie aproksymacyjne Weierstrassa.
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TWIERDZENIE 3.1 (Brouwer)
Jesli odwzorowanie f : B™ — B"™ jest ciggle, to istnieje taki punkt p € B™, Ze

f(p) =p.

Krétki i efektowny dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [6].
Bedziemy potrzebowaé¢ dwoch klasycznych twierdzen.

TwIERDZENIE 3.2 (Tietze)

Niech A # 0 bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni metrycznej X, niech J
bedzie ograniczonym przedzialem domknietym na prostej R ¢ niech ¢ : A — J
bedzie funkcjq ciggle. Istnieje wowczas taka funkcja ciggla ® : X — J, ze ®(x) =
o(z) dla kazdego x € A.

Polézmy Ry = {z € R: z > 0}.

TWIERDZENIE 3.3 (Weierstrass)

Niech K C R"™ bedzie niepustym zbiorem zwartym i niech ¢ : K — R bedzie
funkcjq ciggle. Dla dowolnego e € R, istnieje taki wielomian w € R[tq, ..., t,],
ze |p(z) —w(x)| < e dla kazdego x € K.

Dowody Twierdzen [3.2]1 [3.3| mozna znalezé, odpowiednio, w [3] oraz [5].

Wykazemy teraz kilka prostych lematéw, na ktorych juz bezposrednio opiera
sie dowdd Kulpy-Tao. Kluczowe znaczenie ma lemat o stabilnosci miejsca zerowego
(wyodrebnil go Tao).

LEMAT 3.4
Niech f: B" — R" bedzie cigglq injekcjg. Istnieje wéwczas takie odwzorowanie
ciggle g : R" — R", Ze g(f(z)) = = dla kazdego x € B".

Dowdd. Ze zwartosci kuli B™ oraz cigglosci i réoznowartosciowosci odwzoro-
wania f wynika, ze odwzorowanie odwrotne f~' : f(B™) — B™ jest ciagte. Niech
nastepnie ¢, ..., ¢, : f(B") — R beda takimi funkcjami, ze f =1 = (1, ..., on).
Niech i € {1,...,n}. Z ciagtoéci odwzorowania f~' wynika, ze funkcja ; jest
ciagla. Poniewaz zbiorem wartosci odwzorowania f~1 jest B™, to o;(f(B™)) =
[—1,1]. Odnotujmy jeszcze, ze f(B") jest podzbiorem domknietym przestrzeni R"
(jest to bowiem zbiér zwarty). Na mocy twierdzenia Tietzego istnieje zatem taka
funkcja ciagla ®; : R™ — [—1,1], ze ®;(y) = p;(y) dla kazdego y € f(B"). Niech
g : R" — R" bedzie zestawieniem funkcji @4, ..., P,. Odwzorowanie g jest oczy-
wiscie ciggle. Ponadto dla dowolnego = € B™ mamy

9(f(x)) = (@1(f(2)), ..., Pu(f(2))) =
= (1(f(2)), ., eu(f(2))) = FTH(f(2) = .
|

UwAGA 3.5
Niech f: B" — R™ oraz g : R® — R" beda jak w poprzednim lemacie. Wéwczas

ISR VY e R : ly— FO)] <20 = [lgw)ll < 1/3.
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Dowéd. Odnotujmy najpierw, ze g(f(0)) = 0. Niech § € Ry bedzie liczby
»dobrana do € = 1/3” na podstawie ciaglosci odwzorowania g w punkcie f(0).
Jesli teraz y € R™ spelnia warunek ||y — f(0)| < 0, to

lg@)ll = llg(y) — g(f(0)[l < 1/3.

Zeby zakoniczy¢ dowdd, wystarczy zatem polozyé 6 = 6 /2. |
LEMAT 3.6 (o stabilnosci miejsca zerowego)
Niech f: B" — R" oraz g : R — R" bedg nadal jok w Lemacie|3.4. Wowczas

kazde odwzorowanie ciggle g : f(B"™) — R"™, ktdre spelnia warunek

Vye f(B"): llgly) =gl <1,

ma przynajmniej jedno miejsce zerowe.

Dowéd. Jesli x € B, to |z — g(f(x))ll = llg(f(z)) —g(f(@))| < 1, czyli
x — g(f(z)) € B". W takim razie B" 5 z +— = — §(f(z)) € B"™ jest poprawnie
zdefiniowanym odwzorowaniem ciagtym. Z twierdzenia Brouwera o punkcie stalym
wynika zatem, ze p — §(f(p)) = p dla pewnego p € B". Skoro tak, to f(p) jest
miejscem zerowym odwzorowania g. |

LEMAT 3.7

Niech ¢ € Ry i niech E C R"™ bedzie zbiorem spelniajgcym warunek 0 € E. Jesli
wéwezas wnetrze zbioru E jest puste, to istnieje taki wektor v € R™, Ze ||v|| < e
oraz0 ¢ {v+x: z€E}.

Dowdd. Polézmy B = {u € R" : ||lu|| < €} i przypusémy, ze
Oef{uta:zeE}
dla kazdego u € B. Wtedy
VueBldyeE: —u=y.

Skoro tak, to B = {—u : u € B} C E, co oznacza, ze wnetrze zbioru F jest
niepuste. |

4. Dowdd twierdzenia Brouwera o niezmienniczosci obszaru.

Twierdzenie Brouwera o niezmienniczosci obszaru okaze sie na koncu artykutu
prostym wnioskiem z nastepujacego faktu. (W istocie ten fakt i Twierdzenie
sq réwnowazne).

TWIERDZENIE 4.1
Niech f : B"™ — R" bedzie cigglq injekcjg. Wowczas f(0) jest punktem wew-
netrznym zbioru f(B™).
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Dowdd. Zaldézmy, wbrew tezie, ze f(0) jest punktem brzegowym zbioru f(B")
w przestrzeni R™. Niech g : R" — R", § € Ry beda takie jak, odpowiednio,
w Uwadzei Lemacie Poniewaz f(0) jest punktem brzegowym zbioru f(B"),
to
JeeR"\ f(B"): [[£(0) =l <0

Odwzorowanie f.: B" 3 x — f(z)—c € R" jest oczywiscie ciagla injekcja. Odw-
zorowanie g : R" 3 y — g(y+c¢) € R” réwniez jest ciagle. Co wiecej, g.(fe(x)) =
x dla kazdego = € B™.

Rozwazmy nastepnie zbiér S1 = {y € f.(B") : |ly|| > 0}. Jest on podzbiorem
domknietym zbioru zwartego f.(B"), wiec jest zwarty. Poniewaz

17Ol = 1£(0) =] <&

(skad f.(0) ¢ S7) oraz f.(0) jest jedynym miejscem zerowym odwzorowania g,
w zbiorze f.(B"), to g.(y) # 0 dla kazdego y € S;. Inaczej mdéwiac,

Vy € St |lge(y)l > 0.

7 twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kreséw zastosowanego do funkcji ciaglej
R™ 3y +— |lge(y)|| € R i zbioru zwartego S; C R™ wynika zatem istnienie takiej
liczby 01 € Ry, Ze

{Vy €51 gl > o,
0 < 1/3

Poniewaz sfera So = {y € R™ : ||y|| = ¢} jest zwarta, to zwarty jest réwniez
zbior § = S; U Sy. Niech v1,...,7 : R® — R beda takimi funkcjami, ze
ge = (71,...,7n). Niech i € {1,...,n}. Funkcja ; jest ciagla, wigc — na mocy
twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa — istnieje taki wielomian w; €

Rlt1, ..., tnl], ze |7 (y) —wi(y)| < 2‘3}5 dla kazdego y € S. Odwzorowanie wielomia-

nowe ) = (wy,...,wy) : R — R" spelnia zatem warunek

VyeS: llge(y) — Qy)ll < d1/2.

Sfera S5 ma miare Lebesgue’a rowna 0. Odwzorowanie € jest oczywiscie klasy
C'. Skoro tak, to zbiér €Q(S;) réwniez ma miare Lebesgue’a réwng 0
[2, Stwierdzenie 7.4.6], co oznacza wnetrze tego zbioru jest puste. Lemat
gwarantuje istnienie takiego wektora v € R", ze ||v|| < d1/2 oraz

0¢{v+y:yeQ(S)}

Odwzorowanie  : R" 3 z — v 4 Q(z) € R" nie ma zatem miejsc zerowych na
sferze So. Przypusémy, ze y € S1. Wtedy ||g.(y)|| > 01 oraz

() lge®) = 2 < llge(y) = Q)| + o]l < 61

(zauwazmy, ze w istocie nieréwnosci oznaczone gwiazdka zachodza dla kazdego
y € S), skad Q(y) nalezy do euklidesowej kuli otwartej o érodku g.(y) i promieniu
61, za$ 0 do tej kuli nie nalezy. W takim razie Q(y) # 0. Podsumowujac,  nie
znika w zadnym punkcie zbioru S.
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Wybierzmy (dowolnie) y € f.(B™). Przypomnijmy, ze ¢ € R™\ f(B™). Wobec
tego 0 ¢ fo(B™). Polézmy ¢(y) = max{1,d|lyl|'}. Jesli [lyll > 4, to ¥(y) = 1,
stad 1(y)y € S1. Jedli natomiast [|y|| < &, to ¢ (y) = dllyl~", skad [[v(y)y| = 4,
czyli ¥(y)y € S2. W takim razie

k:f(B")>yr—d(ylyeS

jest poprawnie zdefiniowanym odwzorowaniem cigglym.

Rozwazmy w koficu odwzorowanie ciagle § = Qo k : f.(B") — R™. Niech
zmowu y € f.(B"). Jedli |ly|]] > 4§, to y € Sy oraz k(y) = y, wiec na podstawie
nieréwnosci (*) mamy

lge(y) = 3 = llge(y) = kW) = llge(y) — 2|l < 61

Przypu$émy teraz, ze |ly|| < 6. Wobec tego ||k(y)|| = ||[¥(y)y| = 6. Jedli zatem

z € {y,k(y)}, to
Iz 4+ ¢ = FO < [2] + [1£(0) = ell < 25,

skad juz mamy ||gc(2)| = [lg(z + ¢)|| < 1/3 (Lemat B.5). Co wiecej, poniewaz
k(y) € S, to z nieréwnosci (x) wynika, ze |g.(k(y)) — Q(k(y))|| < d1. W takim
razie

lge(w) = 3wl = llge(y) — ge(k(y)) + ge(k(y)) — kW) <

< gew)ll + lgeCr )] + llge () — ARG < 2 + 1.

Powyzsze oszacowania prowadza natychmiast do wniosku, ze

Yy e £o(B™) ¢ llge(y) — a(y)]l < ; + 4y

Poniewaz przy tym g. jest odwzorowaniem ,,dobranym do f.” w sensie Lematu
oraz %4—61 < 1, Lemat [3.6|gwarantuje, ze § ma przynajmniej jedno miejsce zerowe.
7 drugiej jednak strony, odwzorowanie { nie znika w zadnym punkcie zbioru S,
wiec § w ogdéle nie ma miejsc zerowych. OtrzymaliSmy sprzeczno$é, ktéra konczy
dowdd. |

Wréémy do oznaczen i zalozeri z Twierdzenia [I.I] Udowodnienie otwartosci
zbioru f(U) sprowadza sie do pokazania, ze jesli x € U, to f(z) jest dla f(U)
punktem wewnetrznym. Wybierzmy zatem (dowolnie) x € U. Poniewaz U jest
zbiorem otwartym, to istnieje taka liczba € € Ry, ze euklidesowa kula domknieta
B o $rodku z i promieniu ¢ zawiera sie w U. Jest jasne, ze

h:B">z+—scecz+x€B

to poprawnie zdefiniowany homeomorfizm. W takim razie f o h : B" — R"
jest ciagla injekcja. Odnotujmy, ze (f o h)(B™) = f(B) oraz (f o h)(0) = f(x).
7 Twierdzenia zastosowanego do f o h wynika zatem, ze f(x) jest punktem
wewnetrznym zbioru f(B) C f(U), wiec takze punktem wewnetrznym zbioru
f(U). Nasza prezentacja dowodu Kulpy-Tao ostatecznie dobiegla w ten sposéb
konca.



Twierdzenie Brouwera o niezmienniczosci obszaru [27]

References

[1] L. E. J. Brouwer, Zur Invarianz des mn-dimensionalen Gebiets, Math. Ann.
72(1912), No. 1, 55-56, MR 1511685, JFM 43.0479.03.

[2] L. M. Druzkowski, Analiza matematyczna dla fizykéw. 1, Podstawy, Uniwer-
sytet Jagiellonski, Krakéw, 1995 (Skrypty Uczelniane — Uniwersytet Jagiellonski,
nr 731).

[3] R. Engelking, K. Sieklucki, Wstep do topologii, PWN, Warszawa, 1986 (Biblioteka
Matematyczna, t. 62), MR 890745, Zbl 0683.54002!

[4] W. Kulpa, Poincaré and domain invariance theorem, Acta Univ. Carol., Math.
Phys., 39(1998), No. 1-2, 127-13, MR 1696596, [Zbl 1007.54040.

[5] K. Maurin, Analiza. Cz. 1, Elementy, PWN, Warszawa, 2010, Zbl 0246.00005.

[6] C. A. Rogers, A less strange version of Milnor’s proof of Brouwer’s fized-point
theorem, Am. Math. Mon. 87(1980): 525-527, MR, 600910, |Zbl 0447.57020.

[7] T. Tao, Brouwer’s fixed point and invariance of domain theorems, and Hilbert’s
fifth problem, |terrytao.wordpress.com/2011/06/13.

L nstytut Matematyki

Politechnika Krakowska

ul. Warszawska 24, 31-155 Krakow,
E-mail: damian.komonicki@gmail.com

Przystano: 9.05.2017; publikacja on-line: 28.09.2017.


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1511685
https://zbmath.org/?q=an:43.0479.03
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=890745
https://zbmath.org/?q=an:0683.54002
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1696596
https://zbmath.org/?q=an:1007.54040
https://zbmath.org/?q=an:0246.00005
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=600910
https://zbmath.org/?q=an:0447.57020
https://terrytao.wordpress.com/2011/06/13.

	Wprowadzenie
	Topologiczna niezmienniczosc wymiaru
	Kilka potrzebnych twierdzen i lematów.
	Dowód twierdzenia Brouwera o niezmienniczosci obszaru.

