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Badanie możliwości wykorzystania muzyki
w nauczaniu symetrii osiowej i środkowej na
poziomie szkoły podstawowej

Streszczenie. W niniejszej pracy zaprezentowano wybrane przykłady wys-
tępowania matematyki w muzyce oraz możliwość wykorzystania muzyki w na-
uczaniu symetrii osiowej i środkowej na poziomie szkoły podstawowej.

Abstract. We present examples of obvious connections between mathemat-
ics and music and the possibility of using music in teaching axial symmetry
and central symmetry at the primary school.

1. Wstęp

Niniejsza praca dotyczy badania wykorzystania muzyki do nauki matematyki
na przykładzie przekształceń geometrycznych. Celem mojej pracy było poszuki-
wanie odpowiedzi na pytania, które zawarłam w trzech grupach:

• Czy uczniowie szkoły muzycznej, nauczyciel matematyki i nauczyciel zasad
muzyki zauważają związki między matematyką a muzyką? Czy widzą możli-
wość wykorzystania transferu wiedzy między matematyką a muzyką? Jeśli
tak, to czy są stosowane wzajemne odwołania na lekcjach obu przedmiotów?

• Jak można zaprojektować lekcję o przekształceniach geometrycznych – ta-
kich, jak symetria osiowa i środkowa – z wykorzystaniem muzyki? Czy taka
propozycja dydaktyczna jest możliwa do realizacji?

• Czy ukazanie modelu transformacji melodii w nauczaniu przekształceń ge-
ometrycznych może być skuteczne? Czy uczniowie szkoły muzycznej po-
trafią skorygować swoje błędy z zakresu symetrii środkowej i osiowej po
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zaprezentowaniu związku tych przekształceń geometrycznych z transforma-
cjami melodii?

W rozdziale drugim prezentuję wybrane przykłady występowania matematyki
w muzyce. Przedstawiam także przekształcenia melodii w postaci: inwersji, raka,
inwersji raka.

W rozdziale trzecim przedstawiam podział całego badania i krótko je charak-
teryzuję.

Rozdział czwarty jest opisem badania przygotowawczego. Przedstawiam
w nim użyte narzędzia badawcze, jego organizację oraz przebieg. Dokonuję analizy
prac uczniów i nauczycieli.

Rozdział piąty poświęciłam na opis badania zasadniczego wraz z użytymi
w nim narzędziami badawczymi. Przedstawiam i szczegółowo analizuję wyniki ze-
brane w trakcie tej części badania.

Rozdział szósty jest podsumowaniem niniejszej pracy.

2. Symetria w matematyce i muzyce

Język matematyki jest używany przez specjalistów w wielu dziedzinach nauki –
ma zastosowanie między innymi w fizyce, chemii oraz biologii. Co więcej, język ten
można zauważyć także w tych gałęziach nauki, które wydają się być umiejscowione
na przeciwległym biegunie – w sztuce oraz w muzyce.

Szczególną uwagę w niniejszej pracy poświęciłam zależnościom zachodzącym
między symetrią środkową i symetrią osiową a muzyką.

Otóż na przełomie siedemnastego i osiemnastego wieku, kompozytor Jan Se-
bastian Bach w swoich utworach, a szczególnie w fugach stosował imitację, która
polega na powtórzeniu melodii jednego głosu przez drugi głos, równocześnie gdy
pierwszy głos kontynuuje swój materiał melodyczny. Ten zabieg muzyczny mocno
jest związany z przekształceniami geometrycznymi. Ponieważ na początku utworu
w jednym z głosów występuje temat, czyli krótka, najczęściej dwutaktowa melo-
dia. W dalszej części utworu ta melodia zostaje przekształcona. W teorii muzyki
przekształcenia takie mają swoje nazwy: inwersja, rak, inwersja raka. Te przek-
ształcenia są analogiczne do przekształceń geometrycznych takich jak: symetria
osiowa, symetria środkowa, które opiszę w dalszej części pracy.

W kontekście związków matematyki z muzyką ilustratywnym przykładem in-
nego typu jest budowa formy sonatowej. W tej kompozycji można również za-
uważyć innego typu symetrię. Zwykle forma sonatowa jest trzyczęściowa. Składa
się ona z ekspozycji, przetworzenia i repryzy. W pierwszej części pojawia się
tzw. temat melodyczny, który jest podstawą całego utworu. Następnie w drugiej
części temat ten jest przekształcany. Z kolei w repryzie, czyli w trzeciej części wraca
niemal identyczne powtórzenie ekspozycji. Budowa takiego utworu jest schematem,
który cechuje symetria. Oś symetrii przypada na część B.

Anna Brożek podaje w swojej książce przykład zastosowania symetrii osiowej
w budowie utworów: „Najbliższym nam przykładem na taką muzyczną formę
są piosenki zbudowane na zasadzie zwrotka – refren” ([2, str.89]). Zwrotki mają
podobną budowę, natomiast refren jest kontrastującym odcinkiem muzycznym. Oś
symetrii przypada na środek czasu trwania utworu.
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Ważnym utworem muzycznym, w którym kompozytor zastosował przede wszys-
tkim symetrię osiową jest Kanon lustrzany Wolfganga Amadeusza Mozarta. Jest
to utwór na dwoje skrzypiec, który można wykonać posługując się tylko jednym
zestawem nut. Melodia drugich skrzypiec jest dokładnie odbiciem lustrzanym par-
tii pierwszych skrzypiec.

Szukając związku matematyki z muzyką natrafiłam na zdanie, które wypowie-
dział filozof Kasjodor: „Muzyka jest nauką o liczbach”.3

Okazuje się, że matematyka nie jest obca muzyce. Co również potwierdza kom-
pozytor barokowy J. Ph. Rameau: „Muzyka jest nauką, zatem powinna posiadać
ściśle określone reguły wyprowadzone z jakiejś ewidentnej zasady, a zasada ta może
być rozpoznana tylko za pomocą matematyki”.4

Takie naukowe próby ujęcia muzyki w ramy matematyki są podejmowane
między innymi w książkach: [1], [2], [3].

2.1. Przekształcenia melodii w postaci inwersji, raka, inwersji
raka

2.1.1. Przekształcenie melodii w postaci inwersji – analogia do symetrii osio-
wej (względem prostej w poziomym położeniu)

Rysunek 2.1. Temat melodyczny (źródło: opracowanie własne).

Jednym z przekształceń melodii występujących w muzyce jest inwersja. Przek-
ształcając powyższą melodię (Rys. 2.1.) w postaci inwersji, dźwięk g1 pozostaje
bez zmian, gdyż melodia jest zapisana w kluczu wiolinowym, który określa położe-
nie tegoż dźwięku. Kolejny dźwięk to a1, aby go przekształcić w postaci inwersji
należy policzyć półtony między dźwiękami g1 – a1. Są dwa półtony: g1 – gis1, gis1
– a1. Następnie od dźwięku g1 należy policzyć dwa półtony w dół. W konsekwencji
otrzymaną nutą będzie dźwięk f, zatem wszystkie dźwięki znajdujące się powyżej
tego dźwięku, są przekształcane poniżej (jak w tym przykładzie) lub odwrotnie. Po
przekształceniu melodii w postaci inwersji otrzymamy melodię (Rys. 2.2.):

Rysunek 2.2. Melodia przekształcona względem inwersji (źródło: opracowanie
własne).

W przekształceniu melodii w postaci inwersji można dostrzec analogię do
matematycznego przekształcenia – symetrii osiowej (względem prostej w poziomym

3https://repozytorium.uwb.edu.pl/jspui/bitstream/11320/1470/1/Idea_2007_19_
Burakowski.pdf

4https://kawiarniaszkocka.matmatic.pl/blog/2017/1/24/matematyka-w-muzyce

https://repozytorium.uwb.edu.pl/jspui/bitstream/11320/1470/1/Idea_2007_19_Burakowski.pdf
https://repozytorium.uwb.edu.pl/jspui/bitstream/11320/1470/1/Idea_2007_19_Burakowski.pdf
https://kawiarniaszkocka.matmatic.pl/blog/2017/1/24/matematyka-w-muzyce
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położeniu) (Rys. 2.3.), gdyż wszystkie dźwięki „położone” są w równej odległości
(mierzonej interwałami) od osi poziomej i po jej przeciwnych stronach.

Rysunek 2.3. Symetria osiowa - względem osi w poziomym położeniu (źródło:
opracowanie własne).

2.1.2. Przekształcenie melodii w postaci raka – analogia do symetrii osiowej
(względem prostej w pionowym położeniu)

Przekształcenie melodii w postaci raka często jest nazywane „ruchem wstecz-
nym” lub lustrzanym odbiciem linii melodycznej. Przekształcając melodię pier-
wotną (Rys. 2.1.) w postaci raka, wszystkie dźwięki należy zapisać „od końca do
początku”. W konsekwencji otrzymamy melodię (Rys. 2.4.):

Rysunek 2.4. Melodia przekształcona względem raka (źródło: opracowanie
własne).

W przekształceniu melodii w postaci raka można dostrzec analogię do matema-
tycznego przekształcenia – symetrii osiowej (względem prostej w pionowym położe-
niu), która również często jest nazywana lustrzanym odbiciem (Rys. 2.5.). Wszys-
tkie dźwięki „położone” są w równej odległości od osi pionowej i po jej przeciwnych
stronach.

Rysunek 2.5. Symetria osiowa - względem prostej w pionowym położeniu
(źródło: opracowanie własne).

2.1.3. Przekształcenie melodii w postaci inwersji raka – analogia do symetrii
środkowej

Przekształcając melodię pierwotną (Rys. 2.1.) względem inwersji raka naj-
pierw melodia zostaje przekształcona w postaci raka następnie powstała melo-
dia jest przekształcana względem inwersji. W konsekwencji otrzymamy melodię
(Rys. 2.6.):
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Rysunek 2.6. Melodia przekształcona względem inwersji raka (źródło:
opracowanie własne).

W przekształceniu melodii w postaci inwersji raka można dostrzec analogię
z symetrią środkową. Najpierw melodia przekształcana jest względem osi pionowej
(w muzyce – rak), następnie powstała melodia przekształcana jest względem osi
poziomej (w muzyce – inwersja). W konsekwencji jest to złożenie dwóch symetrii
osiowych o osiach prostopadłych, czyli symetria środkowa.

3. Cele badania, metodologia badania

Celem ogólnym niniejszej pracy była próba zbadania, czy kształtowanie u ucz-
niów rozumienia pojęcia symetrii osiowej i środkowej może być wspierane za po-
mocą przekształceń melodii względem inwersji, raka oraz inwersji raka.

W całym badaniu wzięli udział: nauczyciel matematyki, nauczyciel zasad
muzyki oraz uczniowie z klasy siódmej Ogólnokształcącej Szkoły Muzycznej I stop-
nia w Krakowie. Na początku badania, aby zmniejszyć poczucie stresu wśród
uczniów i nauczycieli, poinformowałam wszystkich badanych o tym, że ich praca
nie będzie podlegała ocenie.

Całość badania podzieliłam na dwie części: badanie przygotowawcze i badanie
zasadnicze (Tab. 3.1.):

Tabela 3.1. Podział badania.

Badanie przygotowawcze

I. Test inteligencji
II. Kwestionariusz dla uczniów klasy VII

III. Kwestionariusz dla nauczyciela matematyki
IV. Kwestionariusz dla nauczyciela zasad muzyki

Badanie zasadnicze
I. ARKUSZ I

II. Przeprowadzenie lekcji
III. ARKUSZ II

Badanie przygotowawcze miało na celu zdiagnozować:

• profil inteligencji wielorakich wg H. Gardnera u badanych uczniów, który
rodzaj inteligencji u uczniów jest dominujący.

Badanie przygotowawcze było również poszukiwaniem odpowiedzi na następujące
pytania:

• Czy uczniowie sami dostrzegają analogie między matematyką a muzyką?

• Czy na lekcjach muzyki i matematyki były prezentowane zależności między
symetrią osiową, środkową a przekształceniami melodii?
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Badanie zasadnicze było poszukiwaniem odpowiedzi na następujące pytania:

• Czy uczniowie zauważają związki między symetrią środkową, symetrią osio-
wą a przekształceniami melodii w postaci: inwersji, raka, inwersji raka?

• Jakie błędy pojawiają się u uczniów podczas rozwiązywania zadań z zakresu
symetrii środkowej i osiowej?

• Czy uczniowie potrafią skorygować swoje błędy z zakresu symetrii środ-
kowej i osiowej po zaprezentowaniu związków przekształceń geometrycznych
z transformacjami melodii?

• Czy wykorzystanie muzyki do nauki symetrii osiowej i symetrii środkowej
jest skuteczne?

• Czy w szkołach muzycznych oraz u uczniów zainteresowanych muzyką można
wykorzystać przekształcenia melodii jako nowy, pomocniczy model kształ-
towania u uczniów pojęcia przekształceń geometrycznych takich jak symetria
osiowa i środkowa?

W kolejnym rozdziale opisuję przebieg badania zasadniczego wraz z narzędzia-
mi badawczymi i błędami popełnianymi przez uczniów.

4. Badanie przygotowawcze – organizacja, narzędzia badawcze,
opis realizacji, wyniki badań i ich analiza

4.1. Organizacja badania przygotowawczego
W badaniu przygotowawczym posłużyłam się testem na profil inteligencji,

według Teorii Wielorakich Inteligencji Howarda Gardnera. Test ten badał poziom
rozwoju poszczególnych inteligencji u uczniów. Wykorzystałam również zaprojek-
towane przeze mnie kwestionariusze dla uczniów oraz nauczyciela zasad muzyki
i nauczyciela matematyki. Na podstawie tych kwestionariuszy chciałam uzyskać
informacje, czy nauczyciele na lekcjach łączyli matematykę z muzyką i czy ucząc
o symetrii środkowej oraz osiowej wykorzystywali przekształcenia muzyczne. W ba-
daniu wykorzystałam także zaprojektowany przeze mnie kwestionariusz dla ucz-
niów klasy VII. Na jego podstawie chciałam uzyskać informacje o tym, czy ucznio-
wie dostrzegają związek matematyki z muzyką. W następnych dwóch punktach
przedstawiam wykorzystane w tej części narzędzia badawcze.

4.2. Narzędzia badawcze
4.2.1. Test diagnozujący profil inteligencji

W niniejszym podrozdziale opisuję przebieg pierwszej części badania przy-
gotowawczego. W tej części badania posłużyłam się testem badającym poziom
poszczególnych inteligencji uczniów. Opisywany test powstał na bazie Teorii Wielo-
rakich Inteligencji Howarda Gardnera.

Poprzez użycie tego testu w badaniu przygotowawczym chciałam uzyskać odpo-
wiedzi na następujące pytania:
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• czy w szkole muzycznej dominującym typem inteligencji u uczniów jest in-
teligencja muzyczna?

• czy poziomy rozwoju inteligencji muzycznej i matematycznej są ze sobą pow-
iązane?

Test ten uczniowie wypełnili podczas lekcji religii. Do tej części badania przys-
tąpiło łącznie 18 uczniów.

4.2.2. Kwestionariusz dla uczniów klasy VII

Wpodrozdziale tym prezentuję pytania, które zamieściłam w zaprojektowanym
przeze mnie kwestionariuszu dla uczniów klasy VII. Ta część badania została
przeprowadzona podczas godziny wychowawczej. Kwestionariusz wypełniło łącznie
15 uczniów.

KWESTIONARIUSZ DLA UCZNIÓW KLASY VII

1) Czy na lekcjach historii muzyki lub zasad muzyki wykorzystywałeś
lub zauważyłeś wiedzę z matematyki?

TAK NIE

Jeśli TAK, w jaki sposób?

...........................................................................................................................
.........................................................................................................................

2) Czy podczas rozwiązywania zadań z matematyki
wykorzystywałeś wiedzę z muzyki?

TAK NIE

Jeśli TAK, w jaki sposób?

...........................................................................................................................
.........................................................................................................................

3) Czy dostrzegasz jakieś podobne cechy, analogie między
matematyką a muzyką?

TAK NIE

Jeśli TAK, to wymień:

...........................................................................................................................
.........................................................................................................................
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4) Jak myślisz, czy nauka muzyki może mieć wpływ na naukę matematyki?

TAK NIE

Jeśli TAK, to wymień:

...........................................................................................................................
.........................................................................................................................

5) Jak myślisz, czy nauka matematyki może mieć wpływ na naukę muzyki?

TAK NIE

Jeśli TAK, to wymień:

...........................................................................................................................
.........................................................................................................................

4.3. Wyniki badań i ich analiza
4.3.1. Analiza wyników testu na inteligencję Howarda Gardnera

Przyjrzymy się teraz wynikom testu na inteligencję Howarda Gardnera. Rys. 4.1.
przedstawia wykres wyników wyłącznie dominujących typów inteligencji u badanych
uczniów. Został on stworzony w taki sposób, iż najpierw u każdego ucznia wyzna-
czyłam dominujący typ inteligencji, a następnie podsumowałam ilu uczniów posia-
da dany typ inteligencji. Oto prezentuję Rys. 4.1.:

Rysunek 4.1. Wykres wyników wyłącznie dominujących typów inteligencji
u badanych uczniów.

Wydaje się, że uczniowie uczęszczający do szkoły muzycznej będą posiadać
dominującą inteligencję muzyczną. Jednakże analizując dane z powyższego wykresu.
tylko dwóch uczniów ma tę inteligencję dominującą. Natomiast w przypadku in-
teligencji matematyczno–logicznej tylko u jednego ucznia ten typ inteligencji okazał
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się być dominującym. Żaden spośród badanych uczniów nie posiada dominującej
inteligencji lingwistycznej. Z wykresu wyraźnie widać, że najbardziej dominującą
inteligencją u uczniów jest inteligencja interpersonalna.

Poniższa tabela zestawia dwa typy inteligencji: matematyczną i muzyczną
wśród badanych uczniów:

Tabela 4.1. Wyniki inteligencji matematycznej i muzycznej.

Numery uczniów Typy inteligencji
matematyczna muzyczna

1 12 18
2 11 18
3 14 18
4 15 16
5 8 15
6 11 10
7 12,5 9,5
8 9 10
9 18 17
10 12 18
11 16 18
12 14 14
13 17 11
14 18 13

Analizując dane z powyższej tabeli ośmiu uczniów posiada bardziej dominującą
inteligencję muzyczną. Uczeń o numerze 12 ma rozwiniętą na tym samym poziomie
inteligencję muzyczną, jak i matematyczną. Wyniki wskazują na to, że trzech
uczniów o numerach: 7, 13 i 14, ma zdecydowanie bardziej dominującą inteligencję
matematyczną. U uczniów o numerach: 4, 6, 8, 9 i 11 różnica pomiędzy inteligencją
matematyczną a muzyczną jest niewielka. Wyniki umieszczone w tabeli posłużyły
do przedstawienia danych w postaci poniższego wykresu. Ucznia o numerze 12
przypisałam zarówno do inteligencji matematycznej jaki muzycznej.

Rysunek 4.2. Zestawienie wyników testu na inteligencje matematyczną
i muzyczną.
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4.3.2. Analiza kwestionariuszy dla uczniów klasy VII

Wpodrozdziale tym prezentuję najciekawsze odpowiedzi uczniów jakie udzielili
w KWESTIONARIUSZU DLA UCZNIÓW KLASY VII, który wcześniej przygo-
towałam. Podejmuję również próby ich interpretacji. W celu zilustrowania, czy
uczniowie dostrzegają analogie między matematyką a muzyką przedstawiam wykres:

Rysunek 4.3. Zestawienie odpowiedzi badanych uczniów.

Analizując dane przedstawione na powyższym wykresie zauważamy, że aż 9
uczniów zdeklarowało, że świadomie wykorzystywało wiedzę matematyczną na
lekcjach historii muzyki lub na lekcji zasad muzyki. Z kolei na pytanie 2 tylko jeden
uczeń udzielił twierdzącej odpowiedzi. Na pytanie 3 ośmiu uczniów odpowiedziało,
że dostrzega analogie między matematyką a muzyką. Badani podkreślali między
innymi, że rytm i wartości rytmiczne ściśle są związane z matematyką oraz bu-
dowanie interwałów to „czysta matematyka”. Ośmiu uczniów odpowiedziało „TAK”
na pytanie 5. Okazuje się, iż 6 uczniów twierdzi, że nauka muzyki może mieć wpływ
na naukę matematyki.

Poniżej prezentuję wybrane odpowiedzi uczniów. Oto odpowiedź ucznia o nu-
merze 15 (Rys. 4.4):

Rysunek 4.4. Odpowiedź ucznia numer 15.

Uczeń napisał: „Na lekcjach zasad muzyki, kiedy uczyliśmy się o alikwotach
i hz (440 drgań / 1s). Można zauważyć, że obliczanie tych alikwotów, to czysta
matematyka. Poza tym obliczanie interwałów ( tonu, 1 ton) i interwały złożone,
budowanie trójdźwięków, D7 i D9 – wszystko można obliczyć, dodawać”. Uczeń
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ten podkreśla, że na lekcji zasad muzyki ucząc się o alikwotach, częstotliwości,
interwałach, trójdźwiękach oraz czterodźwiękach wykorzystywał wiedzę z matema-
tyki. Kolejnym ciekawym przykładem jest odpowiedź ucznia o numerze 16. Uczeń
ten również zaznaczył, że wykorzystywał wiedzę z matematyki przy uczeniu się
o alikwotach. Uczeń napisał: „Tak, zauważyłam, że odległości między dźwiękami
są zapisywane za pomocą liczb. Żeby osiągnąć alikwoty od danego dźwięku, strunę
skraca się w , potem w , potem w , to też jest wykorzystywanie wiedzy matema-
tycznej”. (Rys. 4.5.):

Rysunek 4.5. Odpowiedź ucznia numer 16.

Uczniowie ci, wyraźnie wskazują, że muzyka jest ściśle powiązana z matem-
atyką.

Na pytanie drugie, uczeń o numerze 15 jako jedyny odpowiedział „TAK”.
Poniżej prezentuję wypowiedź tego ucznia (Rys. 4.6.):

Rysunek 4.6. Odpowiedź na drugie pytanie ucznia numer 15.

Uczeń ten, wykorzystywał wiedzę muzyczną podczas rozwiązywania zadań z
matematyki. Sugeruje to zatem ważną rolę, jaką pełni ukazywanie na lekcjach
analogii zachodzących między matematyką a muzyką.

Uczniowie, którzy zaznaczyli odpowiedź „TAK” w pytaniu 3 wskazywali, że:

• matematyka i muzyka są przedmiotami ścisłymi,

• zachodzi związek pomiędzy rytmem a matematyką,

• częstotliwość związana jest z matematyką.

Na kolejnym rysunku prezentuję odpowiedź ucznia o numerze 5 (Rys. 4.7.).
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Rysunek 4.7. Odpowiedź na trzecie pytanie ucznia numer 5.

Uczeń o numerze 15 napisał: „Nie wiem jak to zabrzmi, ale np. w wyrażaniu
dźwięków liczby, zarówno jeżeli chodzi o interwały, jak i o dźwięki w hz (a1 =
440/1s), kiedy liczby względem siebie rosną wprostproporcjonalnie, to dźwięki
(w jakimś interwale) idą również równolegle, rozwiązywanie interwałów (albo rów-
nolegle w górę, albo jeden jak i drugi dźwięk idą o tyle samo, jeden w górę, drugi
w dół), rozwiązania D7, D9”.

W kwestionariuszu tym uczniowie wskazali jeszcze na jedną bardzo ważną
kwestię, a mianowicie rozwój pamięci przez muzykę. Poniżej załączam wypowiedzi
dwóch uczniów, poruszających ten problem.

Oto odpowiedź ucznia o numerze 3 (Rys. 4.8.):

Rysunek 4.8. Odpowiedź na czwarte pytanie ucznia numer 3.

Uczeń ten napisał: „Na muzyce rozwija się pamięć i inteligencję, to przydaje
się do nauki matematyki”.

Poniżej prezentuję odpowiedź ucznia o numerze 5 (Rys. 4.9.):

Rysunek 4.9. Odpowiedź na piąte pytanie ucznia numer 5.
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Uczeń ten napisał: „W czasie budowania wielodźwięków oraz zapisu kompozy-
cji matematyka bardzo się przydaje”. Z wypowiedzi ucznia dowiadujemy się, że
nauka matematyki może mieć wpływ na naukę muzyki.

4.3.3. Analiza kwestionariuszy: nauczyciela matematyki oraz nauczyciela za-
sad muzyki

W podrozdziale tym prezentuję odpowiedzi nauczycieli, jakie udzielili w kwes-
tionariuszach.

Na podstawie kwestionariuszy chciałam uzyskać informacje, czy nauczyciele
pokazywali uczniom analogie zachodzące między matematyką a muzyką oraz czy
w szkołach muzycznych wykorzystuje się analizę utworu muzycznego jako model
kształtowania rozumienia matematycznego pojęcia symetrii osiowej i środkowej.

Oto odpowiedź nauczyciela matematyki (Rys. 4.10.):

Rysunek 4.10. Odpowiedź nauczyciela matematyki.
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Analizując odpowiedzi nauczyciela matematyki zauważamy, że temat: syme-
tria osiowa i symetria środkowa nie był wprowadzany za pomocą pojęć muzycznych
oraz na kolejnych lekcjach z tych tematów nauczyciel nie odwoływał się do przek-
ształceń melodii.

Oto odpowiedź nauczyciela zasad muzyki (Rys. 4.11.):

Rysunek 4.11. Odpowiedź nauczyciela zasad muzyki.

Nauczyciel w kwestionariuszu na pytanie drugie odpowiedział „TAK” oraz
napisał, że uczniowie „dostrzegali inne zależności między materiałem dźwiękowym
a relacjami matematycznymi (dyktanda)” oraz „połączenie matematyki i muzyki
było pokazywane jedynie przy budowaniu interwałów, przy budowie alikwotów;
podczas nauki o częstotliwości”.

Nauczyciel zasad muzyki nie pokazywał zależności pomiędzy przekształceniami
melodii, a symetrią środkową i osiową. Jedynie zauważył, że uczniowie dostrzegają
związek matematyki z muzyką przy budowie interwałów, oraz przy analizie częs-
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totliwości poszczególnych dźwięków. Podkreślił również, że uczniowie dostrzegali
zależności pomiędzy materiałem dźwiękowym a relacjami matematycznymi.

Na podstawie tych kwestionariuszy uzyskałam informację, że nauczyciele nie
pokazywali uczniom analogii zachodzących między matematyką a muzyką. Nie
prezentowali również związku symetrii osiowej i środkowej z przekształceniami
melodii.

5. Badanie zasadnicze – metodologia, narzędzia badawcze, or-
ganizacja i opis realizacji, wyniki badań i ich analiza

5.1. Metodologia, organizacja i przebieg badania
W badaniu zasadniczym uczniowie pracowali nad zadaniami z symetrii środ-

kowej i osiowej oraz nad znajdowaniem analogii pomiędzy tymi zagadnieniami,
a przekształceniami melodii względem inwersji, raka, inwersji raka. W tym rozdziale
udzielam odpowiedzi na następujące pytania:

• Jakie błędy towarzyszą uczniom z zakresu symetrii środkowej i osiowej?

• Jak można zaprojektować nauczanie przekształceń geometrycznych – takich,
jak symetria osiowa i środkowa – z wykorzystaniem muzyki?

• Czy wykorzystanie muzyki do nauki symetrii osiowej i symetrii środkowej
jest skuteczne?

• Czy w szkołach muzycznych można wykorzystać przekształcenia melodii jako
nowy model kształtowania u uczniów przekształceń geometrycznych?

• Czy uczniowie potrafią wykorzystać w zadaniach z symetrii osiowej i symetrii
środkowej transfer wiedzy pomiędzy tymi przekształceniami, a przekształce-
niami melodii?

• Czy uczniowie potrafią skorygować swoje błędy z zakresu symetrii środkowej
i osiowej po zaprezentowaniu analogii tych zagadnień z przekształceniami
melodii?

Drugi etap badania podzieliłam na 3 części. Do tego etapu przystąpiło łącznie
17 uczniów.

W pierwszej części tego etapu uczniowie wypełnili ARKUSZ 1 w ramach lekcji
religii, która trwała 45 minut. Ta karta pracy zawierała zadania matematyczne
dotyczące symetrii osiowej i środkowej. W dalszej części pracy prezentuję ten
arkusz i dokładniej omawiam. Do tej części badania przystąpiło 14 uczniów. Przed
rozpoczęciem lekcji rozdałam uczniom karty pracy do wypełnienia i przypomnia-
łam, iż ich praca nie będzie podlegała ocenie. Poprosiłam uczniów, aby samodzielne
wypełnili wszystkie znajdujące się w karcie pracy zadania.

Następnie przeprowadziłam lekcję o symetrii w muzyce w ramach lekcji wycho-
wawczej. Lekcja trwała 45 minut i uczestniczyło w niej 16 uczniów. Przedstawiłam
przekształcenia melodii względem inwersji, raka i inwersji raka oraz zaprezen-
towałam uczniom połączenie tych przekształceń z symetrią osiową oraz środkową.
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Formułowałam wskazówki oraz pytania pomocnicze, które miały na celu ułatwie-
nie odkrycia tych zależności.

Po przeprowadzonej lekcji uczniowie rozwiązali zadania z ARKUSZA 2. Do tej
części badania przystąpiło łącznie 16 uczniów. Badani napisali ten test w ramach
lekcji religii, która trwała 45 minut.

5.2. Wyniki badań oraz ich analiza

5.2.1. Cele zadań z kart pracy ARKUSZ 1 i ARKUSZ 2

W tym podrozdziale przedstawiam cele poszczególnych zadań z karty pracy
ARKUSZ 1 i ARKUSZ 2:

Tabela 5.1. Cele poszczególnych zadań z karty pracy ARKUSZ 1 i ARKUSZ 2
ARKUSZ 1 ARKUSZ 2 Cele zadania

Uczeń potrafi rozpoznać na rysunku figury, które są
Zadanie 1, 2, 14, 15, 23 symetryczne względem prostej (w położeniu

poziomym lub pionowym) lub względem punktu.
Zadanie 3, 4 Uczeń potrafi narysować figury symetryczne

względem prostej oraz względem zadanego punktu.
Zadanie 5 Uczeń potrafi narysować oś symetrii figury oraz

rozstrzygnąć, gdy ona nie istnieje.
Uczeń potrafi zaznaczyć w układzie współrzędnych

Zadanie 6, 7, 8 punkt symetryczny względem osi OX, OY oraz
względem początku układu współrzędnych.
Uczeń potrafi podać współrzędne punktu

Zadanie 9 przekształconego względem osi OX, OY oraz
względem początku układu współrzędnych.

Uczeń potrafi rozstrzygnąć, czy narysowana prosta
jest osią symetrii figury złożonej z dwóch punktów.

Zadanie 10 Dodatkowo w ARKUSZU 2, uczeń potrafi
rozstrzygnąć, czy narysowana prosta jest osią symetrii

odcinka.

Zadanie 11 Zadanie 12 Uczeń potrafi narysować oś symetrii, tak aby podane
dwa punkty były symetryczne względem siebie.

Zadanie 12 Zadanie 11 Uczeń potrafi rozstrzygnąć, które punkty są swoimi
obrazami w symetrii środkowej.

Zadanie 13 Uczeń potrafi określić, czy narysowana prosta jest
osią symetrii figury.

Zadanie 16 Uczeń potrafi dorysować oś symetrii figury
i rozstrzygnąć jeśli ona nie istnieje.

Zadanie 17 Uczeń potrafi narysować figurę symetryczną do danej
względem danego punktu.

Zadanie 18 Uczeń potrafi narysować figurę symetryczną do danej
względem danej prostej.
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Uczeń potrafi narysować oś symetrii i określić ile osi
symetrii ma:

Zadanie 19, 20, 21, 22 - odcinek, półprosta, okrąg, kwadrat oraz potrafi do
nich dorysować osie symetrii. (ARKUSZ 1),

- prosta, półprosta, koło, trójkąt równoboczny.
(ARKUSZ 2)

Ze względu na cel badania i próbę wskazania transferu wiedzy pomiędzy przek-
ształceniami melodii a przekształceniami geometrycznymi zwracamy uwagę na
położenie prostej, która jest osią symetrii (poziome i pionowe).

5.3. Analiza wyników pierwszej części badania
W tym podrozdziale dokonuję analizy i interpretacji wyników I części bada-

nia zasadniczego z wykorzystaniem karty pracy ARKUSZ 1 oraz ARKUSZ 2. Po
drugie wyszczególniam i pokrótce charakteryzuję błędy popełnione przez uczniów
z zakresu symetrii środkowej i symetrii osiowej. Przedstawiam również odpowiedzi
uczniów, które według mnie są najciekawsze. Poniżej załączam wykres przedstaw-
iający liczbę poprawnych odpowiedzi w procentach do każdego zadania z AR-
KUSZA 1:

Rysunek 5.1. Wyniki ARKUSZA 1.

5.3.1. Błędy w rozumieniu pojęcia symetrii środkowej i osiowej

Podczas szczegółowej analizy odpowiedzi uczniów, w karcie pracy ARKUSZ 1
zauważyłam błędy przede wszystkim w zadaniach dotyczących symetrii środkowej.

Na początku przedstawię błąd, który pojawił się w największej liczbie arkuszy.
Aby zobrazować na czym polegał ten błąd zaprezentuję rozwiązanie zadania 2 b)
zaproponowane przez jednego ucznia o numerze 14 (Rys. 5.2.):
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Rysunek 5.2. Rozwiązanie zadania 2 b) przez ucznia numer 14.

Jak zauważamy, uczeń ten rozumie przekształcenie względem punktu S tylko
jako symetrię względem prostej w pionowym położeniu. Pomija fakt, że symetria
środkowa to złożenie dwóch symetrii osiowych o osiach prostopadłych. Uczeń ten
powiela to rozumowanie w innych zadaniach. Na przykład w zadaniu 4 zapro-
ponował odpowiedź (Rys. 5.3.):

Rysunek 5.3. Rozwiązanie zadania 4 przez ucznia numer 14.

Takie rozumowanie pojęcia symetria środkowa można zauważyć również u in-
nych uczniów.

Kolejnym błędem jaki pojawił się w dużej liczbie prac, to trudność w przeksz-
tałceniu figury względem prostej w poziomym położeniu, a także względem prostej
w pionowym położeniu.

Uczeń przekształcając figurę względem prostej w poziomym położeniu rysuje
nową figurę w „prawie takim samym” położeniu jak wyglądała figura pierwotna,
zapominając między innymi o tym, że wszystkie punkty powinny leżeć w równej
odległości od prostej i po jej przeciwnych stronach. Oto propozycja rozwiązania
zadania 3b przez ucznia o numerze 10 (Rys. 5.4.):
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Rysunek 5.4. Rozwiązanie zadania 3b przez ucznia numer 10.

Należy jeszcze zwrócić uwagę na błędne rozumienie pojęcia oś symetrii. Od-
powiedzi uczniów, które zamieściłam poniżej są dość nietypowe i nie sposób je
pominąć. Spójrzmy na odpowiedzi udzielone przez uczniów do zadania 2. Oto
rozwiązanie zaproponowane przez ucznia o numerze 4 (Rys. 5.5.)5:

Rysunek 5.5. Rozwiązanie zadania 2b przez ucznia numer 4.

oraz ucznia o numerze 12 (Rys. 5.6.):

Rysunek 5.6. Rozwiązanie zadania 2b przez ucznia numer 12.
5Linią czerwoną zaznaczyłam prostą, którą uczeń dorysował.
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Uczniowie ci rysują dość niezrozumiale oś symetrii figury. Jednak szczegółowa
analiza arkuszy tych uczniów nie pozwoliła mi odpowiedzieć na pytanie z czego
ten błąd wynika.

Kolejnym błędem również dość oryginalnym, który znalazłam w jednej z prac
jest udzielenie w zadaniu 10 a) odpowiedzi „TAK”. Uczeń dostrzega, że narysowana
oś jest osią symetrii dla dwóch punktów A i B, gdyż prosta leży pomiędzy dwoma
punktami. Uczeń nie zwraca uwagi na to, że jednak oś symetrii powinna być
prostopadła do prostej przechodzącej przez punkty A i B.

Poniżej prezentuję rozwiązanie zadania 10 przez ucznia o numerze 10 (Rys. 5.7.):

Rysunek 5.7. Rozwiązanie zadania 10 przez ucznia numer 10.

Uczeń napisał: „Jest ponieważ prosta jest pomiędzy punktami A i B”.
Warto jeszcze przytoczyć jeden błąd w rozumieniu pojęcia symetrii, który

dostrzegłam w zadaniu 19 u ucznia o numerze 13 (Rys. 5.8.). Jednak przeglądając
kartę pracy tego ucznia nie znalazłam odpowiedzi, dlaczego w ten sposób uczeń
rozumie pojęcie osi symetrii.

Rysunek 5.8. Rozwiązanie zadania 19 przez ucznia numer 13.

Szukając przyczyn pojawienia się błędu tego rodzaju doszłam do wniosku, iż
uczeń jest przekonany, że oś symetrii figury może być położona pod każdym kątem,
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niekoniecznie prostopadle, a jedynym warunkiem uznawanym przez ucznia jest to,
że oś symetrii dzieli figurę na „dwie połowy”.

5.4. Analiza wyników III części badania zasadniczego
W tej części pracy dokonuję analizy i interpretacji wyników uzyskanych przez

uczniów z wykorzystaniem zadań z ARKUSZA 2. Podejmuję się próby scharak-
teryzowania najciekawszych odpowiedzi uczniów.

W tym podrozdziale staram się również wywnioskować, czy przeprowadzona
lekcja z przekształceń melodii i połączeniem zagadnień: inwersja, rak, inwersja
raka z symetrią osiową i symetrią środkową miała wpływ na wyniki uczniów.
W niniejszym podrozdziale porównuję wyniki z ARKUSZA 2 i wyniki uzyskane
przez uczniów

Poniżej prezentuję wykres przedstawiający liczbę poprawnych odpowiedzi
w procentach do każdego zadania z ARKUSZ 2:

Rysunek 5.9. Wyniki ARKUSZA 2.

Analizując wykresy przedstawione na Rys. 5.1. i Rys. 5.9. można za-
uważyć, że badani uczniowie mieli duże trudności z rozwiązaniem zadań z karty
pracy ARKUSZ 1, które dotyczyły symetrii środkowej i osiowej. Niewątpliwie
po przeprowadzonej lekcji z przekształceń melodii w postaci: inwersji, raka oraz
raka inwersji i po ukazaniu analogii tych przekształceń z symetrią osiową oraz
z symetrią środkową liczba poprawnych rozwiązań bardzo wzrosła (karta pracy -
ARKUSZ 2). W większości zadań uczniowie przekroczyli próg 75% poprawnych
odpowiedzi. Co ciekawe kilku uczniów podkreśliło w ARKUSZU 2, że odwołuje się
na pojęcia związane z muzyką. Co wskazuje na to, że badani dostrzegają transfer
między symetrią osiową, symetrią środkową a przekształceniami melodii w postaci:
inwersji, raka, raka inwersji.
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Poniżej załączam wypowiedź ucznia numer 1, który podkreślił, że odwołuje się
na pojęcia związane z muzyką. Uczeń ten napisał: „Tak, ponieważ jest inwersja
raka zastosowana” (Rys. 5.10.):

Rysunek 5.10. Odpowiedź do zadania 2a) udzielona przez ucznia numer 1.

oraz przykład uzasadnienia tego samego ucznia na to, że figury nie są syme-
tryczne względem punktu S. Uczeń napisał: „Nie ponieważ jest tylko przekształce-
nie rak zastosowane” (Rys. 5.11.):

Rysunek 5.11. Odpowiedź do zadania 2a) udzielona przez ucznia numer 1.

6. Podsumowanie

Celem niniejszej pracy było badanie wykorzystania muzyki do nauki matema-
tyki na przykładzie przekształceń geometrycznych, a w szczególności poszukiwanie
odpowiedzi na następujące pytania:



Bad. możliwości wykorzystania muz. w naucz. sym. os. i środ. na poz. szk. podst. [45]

• Czy uczniowie szkoły muzycznej, nauczyciel matematyki i nauczyciel zasad
muzyki zauważają związki między matematyką a muzyką? Czy widzą możli-
wość wykorzystania transferu wiedzy między matematyką a muzyką? Jeśli
tak, to czy są stosowane wzajemne odwołania na lekcjach obu przedmiotów?

• Jak można zaprojektować lekcję o przekształceniach geometrycznych – ta-
kich, jak symetria osiowa i środkowa – z wykorzystaniem muzyki? Czy taka
propozycja dydaktyczna jest możliwa do realizacji?

• Czy ukazanie modelu transformacji melodii w nauczaniu przekształceń ge-
ometrycznych może być skuteczne? Czy uczniowie szkoły muzycznej po-
trafią skorygować swoje błędy z zakresu symetrii środkowej i osiowej po
zaprezentowaniu związku tych przekształceń geometrycznych z transforma-
cjami melodii?

Analiza arkuszy uczniów i przeprowadzonej przeze mnie lekcji udzieliły mi
odpowiedzi na każde z tych pytań w postaci następujących wniosków:

Wniosek 6.1
Wydawać by się mogło, iż uczniowie uczęszczający do szkoły muzycznej będą posi-
adać dominującą inteligencję muzyczną. Jednak analiza testów dostarczyła in-
formacji, że dominującą inteligencją wśród badanych uczniów była w tej grupie
inteligencja interpersonalna. Psycholog Howard Gardner podkreślił fakt, że nie-
koniecznie uczeń uczęszczający do szkoły muzycznej będzie posiadać dominującą
inteligencję muzyczną, gdyż na przykład dyrygent musi się odznaczać w dużej
mierze inteligencją interpersonalną, a wszystkie inteligencje są ze sobą połączone
i od siebie zależne. Każdą inteligencję można, więc kształtować za pomocą in-
nej inteligencji. Biorąc pod uwagę powyższe rozważania, możemy stwierdzić, że
możliwe jest na przykład wykorzystanie przekształceń melodii do nauki symetrii
osiowej i środkowej – szczególnie u tych uczniów, którzy mają bardziej rozwiniętą
inteligencję muzyczną niż matematyczno-logiczną.

Wniosek 6.2
Na lekcjach nauczyciele nie prezentowali zależności między matematyką a muzyką.
W kwestionariuszu nauczyciel zasad muzyki podkreślił, że uczniowie sami dostrze-
gają połączenie tych dwóch dziedzin przy budowaniu interwałów oraz przy anal-
izie częstotliwości poszczególnych dźwięków. Analiza kwestionariuszy pokazała, że
na lekcjach matematyki i muzyki symetria środkowa i osiowa nie była łączona z
przekształceniami melodii w postaci: inwersji, raka, inwersji raka.

Wniosek 6.3
Na podstawie udzielonych odpowiedzi przez uczniów w kwestionariuszu okazuje się,
że uczniowie sami dostrzegają pewne zależności między matematyką a muzyką. Ba-
dani uczniowie wskazywali, że zachodzi związek między dodawaniem ułamków zwy-
kłych a wartościami nut. Często pojawiającym się przykładem w pracach uczniów
było wykorzystanie wiedzy matematycznej do budowy interwałów oraz trójdźwięków.
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Wniosek 6.4
Badani uczniowie przed przeprowadzeniem lekcji o przekształceniach melodii w pos-
taci: inwersji, raka, inwersji raka i ukazaniu analogii zachodzących między tymi za-
gadnieniami a symetrią środkową i symetrią osiowa mieli trudność z rozumieniem
pojęć: symetria środkowa i symetria osiowa. Błędem, jaki często się pojawiał w pra-
cach uczniów (ARKUSZ 1) to narysowanie figury w nieodpowiednim przekształce-
niu. Uczniowie rysując figurę symetryczną względem punktu (symetria środkowa)
często przekształcali figurę tylko względem prostej w pionowym położeniu. Więk-
szość uczniów również rozumiała pojęcie osi symetrii, jako prostej pomiędzy dwoma
punktami. Badani zapominali, że dwa punkty są symetryczne do siebie względem
pewnej prostej l, jeżeli leżą na prostej prostopadłej do prostej l, leżą po przeci-
wnych stronach prostej l oraz są równoodległe od prostej l. Dużą trudność za-
uważyłam również w zadaniu, gdzie należało podać współrzędne punktu, który
jest symetryczny do danego punktu względem osi OX, OY oraz względem punktu
(0, 0). Uczniowie podawali nieodpowiednie współrzędne.

Wniosek 6.5
Lekcja, którą przeprowadziłam w klasie VII miała między innymi na celu ukazanie
uczniom analogii zachodzących między przekształceniami melodii a symetrią osiową
i środkową. Przeprowadzona lekcja dostarczyła jednocześnie bardzo cenny wniosek.
Uczniowie potrafią skorygować swoje błędy z zakresu symetrii środkowej i osiowej
po zaprezentowaniu połączeń tych zagadnień z przekształceniami melodii. Szczegó
-łowa analiza wyników ARKUSZA 1 pokazała, iż badani uczniowie mieli duże
trudności z rozwiązaniem zadań z tej karty pracy, które dotyczyły symetrii środ-
kowej i osiowej. Jednak po przeprowadzonej lekcji i połączeniu tych zagadnień
z przekształceniami melodii uczniowie poprawili swoje wyniki rozwiązując zadania
z ARKUSZA 2. Tylko nieliczne zadania z ARKUSZA 2 sprawiły uczniom trud-
ność. Niemniej jednak okazało się, że przeprowadzona lekcja i ukazanie analogii
pomiędzy przekształceniami melodii a symetrią środkową i osiową wpłynęła na
poprawę wyników uczniów oraz na sposób rozumienia tych przekształceń geom-
etrycznych. Uczniowie udzielając odpowiedzi w ARKUSZU 2 spontanicznie pod-
kreślali, że odwołują się do zagadnień muzycznych. Okazuje się, że uczniowie zas-
tosowali transfer wiedzy pomiędzy symetrią osiową i symetrią środkową, a przek-
ształceniami melodii w postaci: inwersji, raka i inwersji raka. Powtórzenie wiado-
mości na temat symetrii środkowej i osiowej z wykorzystaniem przekształceń melo-
dii okazało się być bardzo skuteczne. Przeprowadzona lekcja pokazała, że w szkołach
muzycznych można wykorzystać przekształcenia melodii jako nowy model do kształ-
towania rozumienia matematycznego pojęcia symetrii osiowej i środkowej.
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