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O pewnych hiperbolach stowarzyszonych
z trgjkatem

Streszczenie. W tym artykule skupimy uwage na szczegblnych krzywych
drugiego stopnia stowarzyszonych z tréjkatem. Bedziemy korzysta¢ z repre-
zentacji krzywej drugiego stopnia w postaci réwnania drugiego stopnia dwoch
niewiadomych oraz w postaci macierzowej. Gléwnym celem jest wskazanie
pewnych interesujacych i wedlug naszej wiedzy nowych, hiperboli zwiazanych
z tréjkatem.

Abstract. In this article, we will focus on selected conics associated with
a triangle. We will use interchangeably that a conic is a set of zeroes of
a degree two polynomial and that it can be written in the matrix form. Our
main purpose is to identify certain interesting and according to the best of
our knowledge new, hyperbolae associated to a triangle.

1. Wstep

Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Podobnie w kazdy trojkat mozna
wpisaé okrag. Te okregi sa wyznaczone jednoznacznie. Gdyby rozwazaé elipsy
wpisane i opisane na trojkacie, to w obu przypadkach dostaniemy dwuparametrowsa
rodzing krzywych.

Steiner [5] zauwazyl, ze wsrdd elips wpisanych w tréjkat, elipsa o najwiekszym
polu ma te dodatkowa ciekawag wlasnos¢, ze jest styczna do bokéw tréjkata w ich
srodkach.

W tej pracy zajmiemy sie pewna l-parametrowa rodzing elips, ktére sa styczne
do (przedtuzen) bokéw trdjkata i ktérych érodki generuja inng krzywa stozkowa,
hiperbole, ktéra rowniez jest wyznaczona jednoznacznie przez trojkat. Hiperbola
ta ma ponadto te ciekawa wlasno$¢, ze przechodzi przez srodki okregu wpisanego,
okregéw dopisanych do trojkata i przez srodki odcinkéw, ktére nazywamy uogol-
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nionymi wysokoéciami wyjsciowego tréjkata. Niech dany bedzie trojkat ABC na
plaszczyznie.

Rysunek 1

Dobieramy uklad wspétrzednych tak, aby jego poczatek byl w punkcie A,
a punkt (1, 0) odpowiada punktowi B oraz by wierzcholek C lezal w pélplaszczyznie,
gdzie druga wspélrzedna jest dodatnia, Rysunek

A

Rysunek 2
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Stosujac translacje, obrét i jednoktadno$é o srodku w punkcie A mamy zatem

sytuacje jak na Rysunku [3| Wspdlrzedne punktu C = (u,v) spelniaja warunki
0 <wuoraz v > 0.

C=(u,v)

A=(0,0) B=(1,0)

Rysunek 3

2. Krzywe Stozkowe
Kazda stozkowa mozna zapisa¢ w postaci macierzowej rownaniem

ade| |z
[y 1] |db f| |y| =0. (2.1)
efel |l

Oznaczmy przez
ade
P=|dbf
e fec

magcierz w powyzszym rownaniu, a przez

ad
tzw. mala macierz stozkowej. Wowczas (2.1]) opisuje elipse wtedy i tylko wtedy,
gdy stozkowa jest niezdegenerowana tzn. det P # 0 oraz spelniony jest warunek

det R > 0, patrz [4].
Jestedmy zainteresowani elipsami spelniajacymi nastepujace warunki:

(W1) sa styczne do prostych zawierajacych boki trojkata ABC;

(W2) jedna z ich osi jest réwnolegla do podstawy trojkata AB.
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C=(u,v)

Rysunek 4

Przyktadowa elipsa spelniajaca te warunki przedstawiona jest na Rysunku [

Zauwazmy, ze warunki (W1) i (W2) spelnia okrag wpisany w tréjkat. Istotnie,
jest on szczegdlnym przypadkiem elipsy, jest styczny do bokéw trojkata oraz nie
ma wyrdznionych osi, a zatem warunek (W2) jest automatycznie spelniony.

3. Wiasnosc elips spetniajacych warunki (W1) i (W2)

Zauwazmy, ze geometryczne warunki (W1) oraz (W2) sa algebraiczne jako
warunki na wspoétczynniki macierzy P.

Wiadomo [3], ze osie elipsy sg réwnolegle do wektoréw wlasnych macierzy R.
Jedli jedna z nich ma by¢ réwnolegla do prostej y = 0, to automatycznie druga
musi by¢ rownolegta do osi x = 0, a to oznacza, ze wspolczynnik d macierzy P
(oraz oczywiscie R) jest réwny zero. Zatem warunek (W2) jest spelniony wtedy
i tylko wtedy, gdy d = 0.

Proste opisujace boki tréjkata zadane sa réwnaniami:

prAB: y =0,
prAC : Bxfy:()
u
prBC: v+ (1—u)yy—v=0

Niech
g(x,y) = aax® + by® + ¢ + 2dwy + 2ex + 2fy
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bedzie réwnaniem elipsy ([2.1). Warunek stycznosci oznacza, ze uklad réwnan:
prosta i g(z,y) = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie. Dla prostej AB mamy zatem
uktad réwnan

ort s v 0
ar® +c+ 2ex =0
Drugie réwnanie ma jedno rozwiazanie, gdy jego wyr6znik A znika. Stad dostajemy
e? = ac. (3.1)
Analogicznie z warunku styczno$ci elipsy i prostej AC dostajemy rownanie
(eu+ fv)’ =c (au® + bv* + 2duv) . (3.2)

Natomiast stycznosé BC i elipsy prowadzi do réwnania
(—(d—i—f)2 +ab+bc+2be> v? =
2((=d+ fle+af —cd) (u—1)v— (u—1)° (ac—e€*). (3.3)

Interesuja nas érodki S elips spelniajacych (3.1)),(3.2) i (3.3]) oraz warunek d = 0.
Ogdlny wzér, zaczerpniety z [I], na $rodek S elipsy zadanej réwnaniem (2.1)) jest

nastepujacy
_ (df=be de—af
= (4=, &),

Oznaczajac wspotrzedne srodka S przez x oraz y, chcemy wyznaczyé¢ zachodzace
miedzy nimi zaleznosci. W terminach algebraicznych to oznacza, ze z uktadu réw-
nan
_ df—be
— ab—d?
de—af
ab—d?
=0
= ac
(eu+ fv)’ =c (au? + bv* + 2duv)
(—(d+f)2—|—ab+bc+2be) vP=2((—d+ fle+af —cd) (u—1)v

—(u—1)* (ac —€?)

QUL Ry

9]
[

ktory jest réwnowazny prostszemu uktadowi

r = —

mm@

(eu + fv)° ; ¢ (au? + bv?)
(ab + bc+2be — f2)v=2f(u—1)(a+e)

mamy wyeliminowaé zmienne a, b, ¢, e oraz f. Wsp6lrzedne wierzchotka C' = (u, v)
traktujemy jako parametry. Postuzyliémy sie programem do obliczent symbolicznych
Singular [2] i otrzymalidmy nastepujaca zaleznosé:

21—z —u)—v(l—2z)=0. (3.4)
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Roéwnanie ((3.4) opisuje stozkowa, co jest lepiej widoczne po jego uproszczeniu:
—2zy +2vz + (2 —2u)y —v =0.
Roéwnanie to w postaci macierzowej wyglada nastepujaco

0 -1 v
[xyl] -1 0 1—-uw
v 1—u —v

, |0 -1
r=%
Latwo zauwazyé, ze detR' < 0, a to oznacza, ze (3.4) przedstawia hiperbole. Co

wiecej jej osie sa rownolegte do osi rozwazanych elips.
Otrzymana hiperbola jest przedstawiona na Rysunku [5]

=0.

—_—e 8

Mata macierz ma wtedy postaé

A=(0,0) B=(1,0)

Rysunek 5

DEFINICIA 3.1
Hiperbole wyrézniona w przedstawionym powyzej rozumowaniu nazywamy hiper-
bolg stowarzyszong z trojkatem. Takich hiperbol jest, w ogdélnosci, trzy: w za-
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leznosci od tego ktéry bok tréjkata wybieramy na poczatku (tzn. do zdefiniowania
elips z jedna osia réwnolegla do tego boku).

UWwAGA 3.2

Srodki badanej rodziny elips zawarte sa w hiperboli stowarzyszonej z tréjkatem.
Natomiast nie wszystkie punkty na hiperboli odpowiadaja $rodkom elips. Mozliwe
sa dwie pozostale sytuacje:

e punkty na hiperboli odpowiadaja stozkowej zdegenerowanej: Na przyktad
srodek boku tréjkata odpowiada podwdjnej prostej zawierajacej ten bok.

e punkt na hiperboli odpowiada $rodkowi hiperboli, ktérej o§ jest rownolegta
do jednego z bokéw trojkata, patrz Rysunek [6]

Rysunek 6

4. Uogodlnione wysokosci

DEFINICIA 4.1
Rozwazmy tréjkat EFG oraz kierunek k prostych prostopadlych do podstawy
EF. Niech kx oznacza prosta z kierunku k przechodzaca przez punkt X. Niech
E' oznacza punkt przeciecia prostej kg z prosta FG (o ile taki punkt istnieje)
i analogicznie

F' =krNprEG, G' =kgNprEF.

Odcinki EE’, FF', GG’ nazywamy uogdinionymi wysokosciami.
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Krzywa drugiego stopnia zadana réwnaniem przechodzi przez $rodki
okregéw dopisanych i srodek okregu wpisanego w trojkat ABC. Wynika to wprost
z geometrii - okrag jest szczegdlnym przykladem elipsy, zas kazda jego $rednica jest
osig elipsy, wiec warunek (W2) jest spelniony automatycznie. Tytulowa hiperbola
przechodzi przez srodki uogdlnionych wysokoéci. Rzeczywiscie te odcinki tworzace
uogdlnione wysokosci mozna traktowaé jako graniczny przypadek(degeneracje)
zblizajacych si¢ do nich elips. Jest to dobrze widoczne na animacji [6] dostep-
nej w sieci. Latwo pokaza¢ incydencje érodkéw uogdlnionych wysokosci i wyli-
czonej wezesniej dla tréjkata ABC hiperboli. Bezposredni rachunek pokazuje, ze
te punkty dla boku AB dane sa w postaci:

ke = (0570 ) o Ke=(1g). Ke=(u}).

Wszystkie trzy punkty spelniajg (3.4)).

Ne

Rysunek 7
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